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Sociedad RAMAMSEM

1. Presentacion.

A partir de esta publicacion, la SOCIEDAD RAMAMSEM les comunica a sus estimables
lectores que el formato de algunas columnas sufrira algunos cambios al igual que su nombre.

En esta tercera publicacion del afio, aun no se ha adicionado la nueva columna en donde
se proponen diez problemas que nos remitan nuestros lectores pues no hemos recibido el
material suficiente para su publicacion y algunos de los problemas enviados no satisfacen los
requerimientos establecidos, éstas son:

1. Debe ser enviado a alguno de los correos electrénicos de la sociedad que se encuentran
al final de esta presentacién y antes del 30 del mes anterior.

Debe estar digitado en procesador WORD y en letra ARIAL nimero 12.

Debe venir el nombre completo del proponente y su lugar de trabajo o estudio.

Debe adjuntarse, al menos, una solucién del mismo.

En caso de que un problema, enviado por algun lector, sea seleccionado se publicara el
nombre de quien lo propone. Del mismo modo, cuando se reciban soluciones a un problema por
parte de los lectores se seleccionara una de ellas, de acuerdo con los criterios que un comité de
la SOCIEDAD RAMAMSEM empleara, para ser publicada respetando la correspondiente
autoria ademas del nombre de los demas lectores que resolvieron el problema y la solucién
ofrecida por el proponente.

Por otro lado, tanto los 30 problemas de la seccion Problemas de Competencias no
Olimpicas como los 10 problemas de la seccion Olimpiadas alrededor del mundo de cada
publicacién trimestral seran resueltos en el préximo ejemplar para que los lectores puedan
participar enviando las soluciones y / o comentarios a algunos de ellos para su publicacion.

Esta publicacion es realizada por la Sociedad RAMAMSEM vy va dirigida a todas aquellas
personas que deseen explorar una matematica diferente a la que se ensefia en secundaria, y
algo mas !

Toda comunicacién o informacion con respecto a los problemas propuestos o soluciones,
pueden ser enviados a

[

ramamsem@latinmail.com o bien ramamsem@costarricense.c
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2. Solucion a los anteriores Problemas de Competencias no

Olimpicas.
Miguel Angel Arias Vilchez
Giovanni Buckcanan Aguilar
Kendrick Mitchell Maturin
Mauricio Rodriguez Mata

A continuacion brindamos la solucién de los 30 Problemas de Competencias no Olimpicas

de la edicién anterior

ALGEBRA.

1. Resolver la ecuacion: log, x =log4 (x +1).

(Circulo Matematicos Rusos, primer nivel, 1999)

SOLUCION:
10g2(x+1)
log2 4

2

logy x=1ogy(x+1) =logy x= , lo anterior al efectuar cambio de base.

= 2logy x=logy (x+1) =logy x
2 _1—J§V 1+4/5
5 :

=>x"=x+1=>x= 5

= logy (x+1)

., - . . 1 1
2. Los numeros positivos x y y satisfacen xy =1. Halle el minimo valor de — +—.

x4 4y4

(Alberta High School Mathematics Competition, 1995)
SOLUCION:

Tenemos que

1+1 ('1 1)“4_1:}1
et a4yt \a?  2y? =

con igualdad si y sélo si x? = 2y2.
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3. Si4<x<6 y 2<y<3, halle el menor valor de (x —y)(X + Y).
(The Eleventh W. J. Blundon Contest, 1994)

SOLUCION:
Si 4<x<6 y 2<y<3, entonces el minimo valor que toma (x — y)(x + y) = x* — y* se obtendra
cuando y alcance su maximo valor posible y x alcance su minimo valor posible. De lo anterior se

tiene que (X —y)(x +y) =X —y?>4°-3°=16-9=7.

4. Pruebe que para todo nimero real x se cumple: x* > 4x — 3.

(Canadian Mathematical Society Prize Exam, 1996)

SOLUCION:
La desigualdad a probar es equivalente a x* — 4x + 3 > 0. Aplicando divisién sintética al
polinomio x* — 4x + 3 obtenemos que la desigualdad puede ser escrita como:
(x=120F+2x+3) 2 0= (x=1)(*+2x+1) +2] > 0
= x=12(x+1)?%+2] >0
notemos que , en esta Ultima desigualdad el primer factor del miembro izquierdo siempre es
mayor o igual que cero mientras que el segundo factor siempre es mayor que cero por lo que la

prueba estd completa.

5. Determine el nimero diferente de tripletas de enteros positivos ( X, y, z) que satisfacen las
ecuaciones X’ +y—z=100y x+y° —z=124.
(Alberta High School Mathematics Competition, 1995)

SOLUCION:

Restando ambas ecuaciones se obtiene 24 = x + Y —x* —y = (y — x)(y + x — 1). Notemos que
uno de los factores es par y el otro es impar, y que el primer es menor que el segundo. De lo
anteriorsetieneque y—x=1y y+x—-1=24 6 y—x=8y y+x—1=28.De lo anterior se
obtiene (x, y, 2) = (12, 13, 57) o bien (x, y, 2) = (3, 6, —85) pero como z > 0 se tiene que la Unica

tripleta que satisface las condiciones del enunciado es (12, 13, 57).
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6. x e y son enteros entre 10 y 100. y es el numero obtenido al invertir los digitos de x. Si
X — =495, halle xe y.
(The Manitoba Mathematical Contest, Grade 12, 1995)

SOLUCION:
Sean ay b los digitos de los nimeros xe y,con x=10a+byy=a+ 10b(asi9>a>b=>1).
Ahora
X —y% = (10a + bf* — (a + 10b)?
=[(10a+b) + (a+ 10b)] [(10a +b) — (a + 10b)]
=(10a+b+ a+ 10b) (10a+b — a—10b)
=11(a+b)-9(@a-»>n)
=99(a+b)-9(a—b) =495

Dedonde (a+b)la—-b)=5conloquea+b=5y a—-b=1asia=3 b=2porloque x=32y
y=23.

7. Un polinomio cubico P es tal que P(1) =1, P(2) = 2, P(38) = 3 y P(4) = 5. Halle el valor de
P(6).
(Alberta High School Mathematics Competition, 1995)

SOLUCION:
Por el Teorema del Binomio, P(5) = 4P(4) — 6P(3) + 4P(2) — P(1) = 9. De aqui se sigue que
P(6) = 5P(5) — 10P(4) + 10P(3) — 5P(2) + P(1) = 16.
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8. Resuelva la ecuacion (x°—5x + 5)*° = (x* —=5x + 5)3 7%

(CEOC, 1996)

SOLUCION:

Analicemos la ecuacion por casos dependiendo de la base de las potencias recordando que:
CASO I: 1* = 1 para todo k real.

X°—5x+5=1=>x°-5x+4=0=>x=4 v x=-1.

CASO II: 0* = 0 para todo nimero real positivo k.

5-45 5445
v X

2 2

X*-5x+5=0=x=

. Pero el exponente 3x — 5 es negativo para el
primer valor de x por lo cual se descarta dicho valor y el exponente 3 — 2x es negativo para el

segundo valor de x. En conclusién, este caso no aporta ninguna solucion.

CASO IlI: (-1)F = #1.

X*-B5x+5=-1=>x-5x+6= 0=x=3 v x=2 De donde, para x = 3 tendriamos
(-1)* = (-1)° lo cual es falso y por ello este valor se descarta. Para x = 2 tendriamos
(-1)' = (-1)" lo cual es verdadero y por ello este valor se incluye dentro del conjunto solucion.
CASO IV: a"® = 2% implica que P(x) = Q(x) para todo a # 0.

X-5=3-2x=> 5x=8=>x= g Como la base de las potencias es diferente de cero para

este valor entonces €l se incluye dentro del conjunto solucién.

Finalmente, el conjunto solucién es S = { -1, g 2,4 }
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9. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones

\/2410g(x+y) +\/2210g(10x+10y) 30

\/34log(x— ", \/3210g(10x—10y) _sq
(CEOC, 1996)

SOLUCION:

" 210g(10x +10y)

La primera ecuacién es equivalente a 22108(x+ ) —~80=0 que a su vez es

2
equivalente a [ plog(x+y )} 4 ologlO+log(x+y) _gy—0 esto es m? +2m —80=0 con

m = 218X+ Y) Notemos que mdebe se positivo, al resolver la ecuacion en mel unico valor
posible es 8 con lo que 8 =23 = 21080 X + ¥ )agi 3 —jog( x + y ) = x + y = 1000 (1).De un

modo similar llegamos a 3!°(*=Y) -6 con lo que x — y = 101°83 6 (2). Resolviendo el

sistema de ecuaciones formado por (1) y (2) se obtiene
1000 + 101083 © 1000 — 101083 6
X = 5 , ¥ = 5 .

+3
10. Si xY - y¥=y4; ¥t = (ﬁ)x , determine el valor numérico de

L:l Sy+8
x\3y+2

(CEOC, 1996)

SOLUCION:
De xV - y*=y% obtenemos x? =y% = ¥ sustituyendo esta expresion en x¥ 1= (ﬁ)x+3 se
x+3 x+3 3x-5
. 4—x —dtx : . .
obtiene x-y =y 2 —=Sx=y 2 =y 2 _Sustituyendo esta dltima primera
3x=5)
ecuacion obtenemos y 2 =yt lo que equivale a

5y+8

con lo que, finalmente, L=1.
3y+2

3xy =5y +2x =8 = x(3y+2) =5y +8 = x =
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GEOMETRIA.

1. Tres puntos P, Q y R estan sobre una circunferencia. Si PQ = 4 y £ PRQ = 60°, halle la
medida del radio del circulo.
(The Manitoba Mathematical Contest, Grade 12, 1995)

SOLUCION:
Consideremos las tres siguientes figuras

Q Q

202
120° Z1>

Que nos muestran las tres posibilidades para el centro O del circulo: que se encuentre en el
interior, en el exterior o sobre un lado del triangulo PQR. En todos ellos ZPQR =120° por ser el
angulo central que subtiende el mismo arco que subtiende el angulo inscrito ZPQR. Aplicando

la ley de cosenos al APQR se tiene

r*+r*=2rrcos120° =4
= 2r? —2r? 0—l=16
2
=3r’ =16

:rzzé

\/ﬁ 43
=>r=,—=—
3 3
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2. El angulo A de un triangulo ABC mide 57°. La bisectriz interior del angulo B y la mediatriz de
lado BC, se intersecan ambas en un mismo punto del lado AC, determine la medida del angulo
B A
(CEOC, 1996)

SOLUCION:
Consideremos la figura adjunta

B o _| o C
M

Sea M el punto de interseccién entre la bisectriz y la mediatriz. Por ser M el punto de AC que

contiene la mediatriz éste es el punto medio de AC.
Entonces

3a+57°=180°
o +19 =60°

o =41°

ZABC =2a =82°

3. Hallar el volumen de un cubo sabiendo que en su interior se ha tomado un punto tal que la
suma de las distancias a sus seis caras es de 12 cm.
(CEOC, 1996)

SOLUCION: J
Consideremos la figura adjunta.

Notemos que la distancia del punto interior a

dos caras opuestas del cubo corresponde a

la longitud de la arista del cubo. Asi, la

distancia del punto a las seis caras del cubo suman tres aristas de donde « =% =4cm, por lo

que el volumen del cubo sera 4° = 64cm’.
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4. En un triangulo ABC, se traza la bisectriz interior AQ ( Q esta en BC ), luego por B se traza
BH perpendicular a dicha bisectriz ( H esta en AQ ), determine la longitud de BC, sabiendo que
BQ=13m, HQ=5myQC = AQ.

(CEOC, 1996)

SOLUCION:
Consideremos la figura siguiente.

a) Aplicando Pitagoras al ABHQ, para encontrar HQ, tenemos HQ’=13>-5%, de donde
sabemos que HQ = 12.

b) De AQ = QC concluimos que el AQAC es is6sceles, lo que implica que LQAC = LZACQ .

c) AAHB = AAHM, por L.A.L, por lo tanto sabemos que HM = 12.

d) Sea HQ||MN de aqui podemos afirmar que el ABHQ ~ ABMN por A.A.A. como HM = 12,
tenemos que MN =10 y BN =26. También ZQAC = ZNMC por ser angulos correspondientes

entre paralelas, sabemos entonces que AMNC es isésceles, de donde se tiene que NC = 10.
Por lo tanto BC =BN + NC =26 + 10 = 36.
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5. Sean a<b<c las longitudes de un triangulo rectangulo, S su semiperimetro y Asu area.
Pruebe que S(S—c¢)=S(S—a)(S-Db)=A.

(Circulo Matematicos Rusos, primer nivel, 1999)

COMENTARIO:

Nuestra estimable lectora lleana Rodriguez Cortés nos indica que el enunciado no es del todo
correcto y que el enunciado deberia modificarse de la siguiente manera:

Sean a<b<c las longitudes de un triangulo rectangulo, Ssu semiperimetro y A su area.

Pruebe que S(S—c¢)=(S-a)S—>b) =A.
(Circulo Matematicos Rusos, primer nivel, 1999)

Agradecemos su observacion y adjuntamos la solucién brindada por ella misma.
SOLUCION: (brindada por lleana Rodriguez Cortés)

Siendo a < b < ¢ entonces A = a—zb luego, debemos probar que

(1) S(S—¢) =A.
(2) S(S—a)S-b)=A.

Notemos que § = 412 +¢ ¢_,-bre-a o, azbtec o  _atb-c
2 2 2 2
Asi, tenemos que
a+b+c a+b-c 612+261b+b2—6‘2 2ab  ab
(1) S(s-c¢)= : = 2 _D_
2 2 4 4 2
2 2 2
+c - - b+ - + 2ab — b
2) (S—a)(S—b):b c-—a a-b+tc_c a ab —b :2ab:a_:A.
2 2 4 4 2

Probadas las identidades (1) y (2) se ha probado la igualdad
SS-c)=E —-a)S-b) =A

10
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6. En un triangulo rectangulo de lados 3, 4, 5 se traza del incentro una perpendicular a la
hipotenusa, uniendo luego el incentro con el punto medio de la hipotenusa. Si a es el angulo

entre las rectas trazadas, determine el valor de tan a. (CEOC, 1996)

SOLUCION:

Consideremos la siguiente figura:

A

5
— --X
2
N 5
X
1 M
3 incentro /o 5
1
C_| | B
1 3
4
Sea (ABC):%:SI” = 3'24:(3+42+5)r = r=1.

Por Pitagoras tenemos que

IB=+1>+32 = IB=4/10.

También por Pitagoras tenemos que

5 Y ) 5 Y 5 1
P+ =+x| =W10) = |=+x| =9 = Z+x=3 = x=—
(2 j m (2 j S =l
De donde tenemos que

tan a =£=l.
1 2

11
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7. En un paralelogramo ABCD, la bisectriz del angulo £ ABC interseca a AD en P.
Si PD=5,BP =6y CP =6, halle AB.
(Memorial University Undergraduate Mathematics Competition, 1997)

SOLUCION 1:

Consideremos la figura adjunta

Notemos que el ABPC es is6sceles con BP = PC por lo que £PBC = ZPCB del mismo modo, el
AABP es isOsceles ya que ZCBP=ZAPB por ser alternos internos entre paralelas, asi
ZABP = ZAPB con lo que AB = x = AP.

De todo lo anterior se tiene que A APB ~ APBC de donde

AP _PB
PB BC

X 6
- —_=

6 x+5

= x2+5x=36

— x24+5x-36=0

—5+.169  —5+13
2 2

=>x1=-9 A xp=4

y siendo AB > 0 se concluye que AB = 4.

12
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SOLUCION 2: Considerando la figura giguiente

Los angulos marcados indican que son congruentes dada la naturaleza del paralelismo de
ABCD. Es claro que APDC no es isésceles ya que si lo fuera entonces ZBCD = ZABP y ABCD
seria un rectangulo y APDC un tridngulo isésceles y rectangulo lo que contradice dos lados
sean 5y 6 por lo que el triangulo APDC es escaleno. Aplicando la ley de cosenos al AABP se
tiene

x? =36+x" —2-6-xcosa'=% (1)

Aplicando la ley de cosenos al triangulo ADPC se tiene

x2=52462-2.5.6c08

o x2225136-60.>
X

— x5 —61x+180=0
= (x—4)x-5)(x+9)=0

=>x=4 v x=5v x=-9

Como ADPC es escaleno y ZPDC es obtuso entonces CD = AB = 4.

13
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8. Dada la siguiente figura, en donde los segmentos AB y CD son paralelos,
AD =DC =CB y AB = AC. Determine m £ ADC.
(Kangourou Des Mathématiques, 1996)

SOLUCION:
Consideremos la siguiente figura:

D C

180°-2p

A

Como AD = DC entonces ZDAC =a=ZACD y AC=[=AB.

Como AD = CD entonces el trapecio es isésceles con lo que se obtiene el sistema de

ecuaciones:
a+ B+28=180° 3+ B =180° o =36°
= = = mZLADC =108°
180°2f+a=f3 a-38=-180° B=72°

14
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9. Halle el area de la region destacada con gris.

(P.E.I. Mathematics Competition, 1995)

SOLUCION:
Consideremos la siguiente figura.

—1

L
Primero determinaremos las coordenadas del punto P. Desde el momento en que P es un punto
de larecta y = x, P = (a, a) para algin valor de a. Ademas, como P pertenece al circulo x° + )Z =
-1

NG

sombreada como se indica en la figura se tiene que el area del cuarto del circulo S es 1 y el

1,8 +a =1y asi a=—.De lo anterior se tiene que P = (_T; _T;j Dividiendo el &rea

area del triangulo T; = %(base)(a/tura) =T, = L. Por lo tanto, el area total sombreada es

22

igual a z+L
1 i

NG

15
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10. ABCD es un cuadrilatero con AB = AD =25 cm, CB = CD = 52 cm y DB = 40 cm. Determine

AC.
(The Mathematical Association National Mathematics Contest, 1994)

SOLUCION:
Consideremos la figura adjunta

B
25 20 52
E
A |_ C
20
25 52
D

Sea E el punto de interseccién de las diagonales BD y AC. Siendo AABD y ADCD triangulos
isésceles se tiene que, A-E-C y AELBD y CE LBD. Aplicando el teorema de Pitagoras a los

triangulos AABE y ABEC se tiene BE*> + AE* = AB> y BE’+ EC’ = BC’ de donde AE = 15cm
y EC = 48cm con lo que AC = 63cm.

16
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TEORIA DE NUMEROS.

1. Determine el digito de las unidades de 26%° + 33% + 45%.
(The Eleventh W.J. Blundon Contest, 1995)

SOLUCION:

El digito de las unidades buscado es el mismo que el de la expresién 6% + 3% + 5*°. Determinar
el digito de las unidades de una cantidad numérica es igual que determinar con qué digito es
congruente dicha cantidad numérica modulo 10. Ahora bien, 6"=6 (mdéd 10) paran=>1y

3 n=1@mod 4)
9 n=2(mod 4)

7 n=3(mdd 4)

1 n =4 (mod 4)

asi, 3** =3 (mdd 10). Finalmente 5" =5 (méd 10) para n> 1. Por tanto
6°+3¥ +5%=6+3+5= 4 (mbd 10)

el digito de las unidades de 262 + 33% + 45% es 4.

2. Halle todos los enteros positivos n tales que 2n + 3 es un divisor de 6n + 43.
(Senior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, 2000)

SOLUCION:
On + 43 =3+ 34 . Para que la expresion anterior sea un entero debe suceder que 2n + 3
2n+3 2n+3

sea divisor de 34 y como 2n + 3 es impar se tiene que 2n + 3 =10 bien 2n + 3= 17. De lo

anterior se obtiene n = -1y n = 7, respectivamente. Pero como n > 0 se concluye que n = 7.

17
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3. Determine cual de los siguientes niimeros es mayor: 999 | 6 500°%°.

(The Mathematical Association National Mathematics Contest, 1994)

SOLUCION:
Escribamos

999! =1-2-3-4---995-996 - 997 - 998 - 999
reagrupando en parejas el producto anterior se tiene que

999! = (1-999)(2- 998)(3 - 997)(4 - 996) - - - (449 - 501)(500).
Notemos que ningun numero esta emparejado con 500 y que se tienen 499 parejas de
nimeros. Ahora bien, sabemos que (500 — k)(500 + k) = 5002 — k? < 5007 para cualquier valor
de k desde 1 hasta 499, asi
999! < (500%)(500%)(500%)(500%) - - - (500%)(500)

donde 5007 se repite 499 veces. Entonces

999! < (500%)*?(500) = 500*492+1 = 5007

por lo que 500%° es mayor.

4. Determine todos los enteros n tales que n? — 11n + 63 es un cuadrado perfecto.
(Junior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, 2000)

SOLUCION:
Sea n?—11n + 63 = k?, donde k es un entero no negativo. Entonces
4 n® —44n + 252 = 4K?,
= (2n — 11)? + 131 = (2k)?
= (2k)> = (2n — 11)? =131
= (2k + 2n — 11)(2k — 2n + 11) = 131

Notemos que 131 es primo. Desde que 2k + 2n — 11 y 2k — 2n + 11 son ambos enteros tales
que su suma es 4k > 0, entonces se tiene las Unicas dos posibilidades:
CASO1:2k+2n—-11=131,2k—-2n + 11 = 1.

Restando ambas ecuaciones se obtiene 4n — 22 = 130, lo cual implica que n = 38.

18
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CASO2:2k+2n—-11=1,2k—2n + 11 = 131.

Restando ambas ecuaciones se obtiene 4n — 22 = —130, lo cual implica que n = -27.
Por tanto, los valores de n para los cuales n>— 11n + 63 es un cuadrado perfecto son,
Unicamente, 38 y —27.

5. Determine el mayor entero n tal que la suma de los cubos de sus digitos (en base 10) sea
mayor que n.

(Maritimes Mathematics Competition, 1999)

SOLUCION:
Sea
n=dg...d = dp1051 4+ ... 4 4;10°
enbase 10. Entonces dj, #0 y 0<d; <9 parai=12,..., k.
Asi
v d® < 9%k = 720k,

Por otro lado, es claro que n > 110k =1

Ahora, 729 ( 1105 —1 para k > 5, por induccién sobre k, asi que k < 4.

Por ensayo y error, con k = 4, desde que 729 x 4 = 2916, se obtiene que d; =10 ds =2

(v Yd? <2187 +1 62187 + 8).
Sids=2,tenemosque ds;=00d3;=1y Zd? <1458 +8+0 01458 + 8 + 1, asi ds #2. Con dq

=1, se obtiene 1999, con el cual Zd? = 2188. Por tanto, el mayor nimero buscado es 1999.

19
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FUNCIONES O SUCESIONES.

1. Sea f una funcion que satisface f ( f(x) ) = f (x + 2) — 3 para todo entero x Si f (1) =4y
f (4) =3 entonces determine f (5).
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1996)

SOLUCION:

Tenemos que 3= (4)=f(f(1) )= f(3) — 3 asi que f (3) = 6. Del mismo modo, tenemos que
6=f(3)=f(f(4))=1f(6)—3asique f(6)=9.Deallique 9=1(6)=1f(f(3))="F(5)—3conlo
que f(5)=12

2. Dado que f(x + 1) —f(x) =4x + 5y f(0) = 6, determine f(x).
(J.I.R MC Knight Problems Contest, 1996)

SOLUCION:

Como f(x + 1) — f(x) = 4x + 5 entonces f(x) —f(x —1) =4(x—1) + 5, f(x - 1) = f(x —2) = 4(x - 2) +
5 f(x-2)-fx-3)=4(x-3)+5, ..., f2) —f(1) =4(1) + 5, f(1) — f(0) = 4(0) + 5. Sumando
miembro a miembro cada una de estas ecuaciones obtenemos f(x) — f(0) = 4x(x — 1) / 2 + 5x de
donde f(x) = 2x® + 3x + 6.

NOTAS:

A. En la solucion de este ejercicio se ha utilizado la conocidasuma1+2+...+n=n(n+1)/2
B. Se le recomienda al lector resolver este ejercicio utilizando la teoria sobre funciones por
recurrencia.

C. También puede ser resuelto mediante la teoria de diferencias finitas de orden k.
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3. Dado que g(%) - 3g(gj =16x, determine g(x).
X

(J.I.R MC Knight Problems Contest, 1996)

SOLUCION:
2
t

Hagamos x = 4 = g(zj - 3g(£j = 64 (2).
t t 2 t

Hagamos x=1 = g[éj—3g( j=16t 1.

t 24 12
Resolviendo el sistema formado por (1) y (2) se obtiene g(gj =—-——-4t = g(x) = ———4x
t

X

4. Una sucesion de numeros enteros esta definida por

a) x =2,

b) xp =5,

C) Xj =Xxkp—] +2x;—p paratodo k> 2.
720 Ly ()

Pruebe que x;, = 3

(J.I.R MC Knight Problems Contest, 1987)

SOLUCION:

Resolveremos este ejercicio haciendo uso de la teoria de funciones por recurrencia, de c) se
tiene que xj4o=xr4] +2x; Cuya ecuacién caracteristica es m®* — m — 2 = 0 cuyas soluciones
son 2 y -1. Ahora bien, sabemos que existen constantes A y B tales que x,, = A-2" + B-(-1)"".
De a) y b) se obtiene x; =2A-B=2y xp =4A+ B=5. resolviendo el sistema anterior se tiene

I |
: .

7 1 7 1 7 ne1 1
ue A=— y B=—.Asi, x,=—2"+ (D" ==2""" 4+ —.(=)"
q 5 y 3 Xn 6 3( ) 3 3( )

NOTA: este ejercicio puede ser resuelto, entre otras formas, mediante induccion.
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5. Sea {a,} una sucesién definida por:
a) ap=0
b) a; =1

c) a4 =4a, —a,_| paran=1,2,3, ...

Pruebe que a,% —a,_1a,+1 =1 paratodo n = 1.

(CEOC, 1994)

SOLUCION:

Primero, notemos que la expresion a probar es equivalente a a,2, = a,—_1au+1 +1 para cualquier

entero positivo n,utilizaremos el principio de induccion. Note que ap =N,asi que

apar +1=0-N +1= 12. Con lo que, la proposicion es verdadera para el caso n =1.

Ahora, se asume que la proposicion es verdadera para n=k; esto es, al% =ag—1a+] +1.

Tenemos que

a, ap +l=ar(Nagy —ap )+1
_N 2
=Nag ag+] —ap + 1
=Nay ag41 — lag—1ag41 + 1)+ 1

= ag+1(Nag —ap -1)=al

Con lo anterior, se ha probado que la proposicion es verdadera para todo n=k+1. Asi,

probamos que a,% —a,_1a,+1 =1 paratodo n = 1.
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3. Problemas de Competencias no Olimpicas.

Miguel Angel Arias Vilchez
Giovanni Buckcanan Aguilar
Kendrick Mitchell Maturin
Mauricio Rodriguez Mata

Esta columna consistira en 30 ejercicios propuestos que se separaran por categorias
(Algebra, Geometria, Teoria de Nimeros y Funciones o Sucesiones) y de menor a mayor nivel
de dificultad. Es importante destacar que el nivel de dificultad en que se ordenaran los
ejercicios de cada categoria es valorado por nosotros (los editores) de acuerdo a criterios
establecidos pero que ello no significa que esta valoracion pueda ser diferente para el estimable
lector.

Por otro lado, la soluciéon de los mismos se presentara hasta la proxima edicién con la
finalidad de que nuestros lectores participen activamente enviandonos soluciones y / o
comentarios que puedan enriquecer la discusién de cada ejercicio. Sin embargo, de no darse
esa participacidén en algunos ejercicios, se publicara, al menos, una solucién oficial brindada por

los encargados de esta seccion.

ALGEBRA.

2
1. Resuelva la siguiente ecuacion: (xz —3x+1) —3(x2 —3x+1)+1 =X

(Concurso Euclides, 1996)

2. Si x y yson numeros reales tales que x+ y=1, P y3 =4 determine

a) x2 + y2;
b) X+ y5.
(J.I.R M€ Knight Problems Contest, 1993)
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3. Hallar todos los numeros no negativos x, y, z tales que

ZX — y2x
27 =2.4°,
X+y+z=16.
(Concours de Mathématiques des Maritimes, 1999)

4. Determine todos los niimeros reales a para el cual la ecuacién a - 3* + 3™ = 3 posee una
Unica solucién real.
(Finnish High School Mathematics Contest, 1997)

3

5. Resolver para x: (logo x)(logz xz) —logy x° =9 =0.

(J.I.R M€ Knight Problems Contest, 1995)

1—-a—b
6. Si60? =3y 60°=>5calcule entonces 122(1-0)
(J.I.R M€ Knight Problems Contest, 1996)

7. SiX*+xy +x=14y ¥ +xy +y =28, determine entonces el valor numérico de x + y.
(Senior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda preliminar, 2000)

8. Dado que X° + y? =28y xy = 14,encuentre el valor de x> — y? .

(Junior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda final, 2000)

9. SeaS=1+2+3+..+10". ;Cuantos factores 2 aparecen en la factorizacion prima de S?
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1998)

10.Sean a, b, cy dlas raices de x*— 8x*— 21x* + 148x— 160 = 0.
1 1 1
+ + + .
abc abd acd bcd
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1998)

Determine el valor de
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GEOMETRIA.

1. Un rombo es un paralelogramo con todos sus cuatro lados de igual longitud. Si uno de los
angulos internos de un rombo mide 60°, halle la razdn del &rea del rombo y la del circulo inscrito
en él.

(Concours de Mathématiques des Maritimes, 1999)

2. Sea ABCD un rombo tal que £ DAB = 60°. El punto E esta sobre AD y el punto F esta sobre
DC tal que AE = DF. Pruebe que el triangulo A BEF es equilatero.
(J.I.R M€ Knight Problems Contest, 1995)

3. Dos circulos, cada uno de radio 10, son colocados sobre una recta de modo que sean
tangentes entre ellos y a la recta. Uno circulo menor es dibujado entre ellos de modo que éste
es tangente a los dos circulos y la recta. Determine el radio del menor circulo.

(Senior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda preliminar, 2000)

4. En la figura adjunta ABC y AEB son semicirculos y F es el punto medio de ACy AF =1 cm.
Halle el area de la region destacada.

E,/ﬁ\ﬂ

A F c

(Old Mutual Mathematical Contest, Final Paper 1, 1991)
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5. En el triangulo ABC, AB = AC. La bisectriz perpendicular de AB contiene al punto medio de
BC. Si la longitud de AC es 10+/2 cm, halle el 4rea del triangulo A ABC.
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1998)

6. Las longitudes de los tres lados de un triangulo rectangulo son enteros positivos. El area del
triangulo es 120. Determine la longitud de la hipotenusa.
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1998)

7. Los lados de un triangulo son 4, 13 y 15. Determine la medida del radio del circulo inscrito.
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1998)

8. Dos cuerdas de un circulo AB y CD se intersecan en angulo recto en E de modo que AE = 2,
EB =6 y DE = 3. Determine el area del circulo.
(J.I.R M€ Knight Problems Contest, 1998)

9. Cuatro balones de basket son colocados en el piso de un gimnasio formando un cuadrado
con cada balon tangente a los otros tres. Un quinto balon es colocado sobre estos cuatro
balones de modo que también es tangente a ellos, como se indica en la figura:

Si el diametro de un balén de basket es de 25 cm, determine la altura, en centimetros, del
centro del quinto balén de basket al piso del gimnasio.
(Senior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda preliminar, 1998)

10.Las longitudes de los lados de un tridangulo son b + 1, 7 — b y 4b — 2. Determine el numero

de valores de b para los cuales el triangulo es isdsceles.
(Senior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda preliminar, 1998)
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TEORIA DE NUMEROS.

1. Ay B son enteros positivos. La suma de los digitos de A es 19. La suma de los digitos de B
es 99.Determine el menor valor posible de la suma de los digitos del nimero A + B.
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1999)

2. Halle la cantidad de numeros positivos de dos digitos tales que la diferencia entre él y el
producto de sus digitos sea 12.
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1999)

3. Ordene ascendentemente los siguientes nimeros: 2°°°°° ; 333333 » g22222

(Junior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda preliminar, 2000)

4. Un cierto numero N consiste de tres digitos los cuales son términos consecutivos de una
progresion aritmética. Si N es dividido por la suma de sus digitos el cociente es 48. También, si
198 es sustraido de N, el resultado es un numero que posee los mismos digitos que N pero en
orden inverso. Determine N.

(J.I.R M€ Knight Problems Contest, 1997)

5. La suma de los primeros tres términos de una progresién geométrica es 37 y la suma de
sus cuadrados es 481. Determine los primeros tres términos de esa progresion.
(J.I.R MC Knight Problems Contest, 1997)
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FUNCIONES O SUCESIONES.

1. Dado que f(x +y) + f(x —y) = 2f(x) cos y, f(0) = a, y f(n/2) = b. Determine f(t).
(J.I.R. McKnight Problems Contest, 1997)

2. Pruebe que la funcién:

fle) = \,.,ff;n—4v;r—1+3 + vlf-.r.—ﬁ\,fm—1+3

es constante en el intervalo cerrado 5 < x < 10.
(CEQOC, 2001).

3. Determine todos los términos de la sucesién a, = 3*"~' + 2"~ tales que sean cuadrados
para cualquier entero positivo n.

(Memorial University Undergraduate Mathematics Competition, 1997)

4. La sucesion de numeros ..., as, ap, ai, &, ai, a, as , ... estd definida por
an— (N + 1)az_n = (n + 3)? para todo entero n. Calcule ap .

(Canadian Open Mathematics Challenge, 2000)

5. Una funcién f(x) tiene las siguientes propiedades:
a. f(1)=1
b. f(2x) = 4f(x) + 6
c. f(x+2)="F(x)+12x+12
Calcule f(6).
(Canadian Open Mathematics Challenge, 2004)
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4. CURIOSATO.

Miguel Angel Arias Vilchez
Giovanni Buckcanan Aguilar
Kendrick Mitchell Maturin
Mauricio Rodriguez Mata

Esta columna tiene como finalidad mostrar ejercicios de preparacion o competencia

olimpicas en fases iniciales que se desarrollan en otros paises.

Estos tipos de ejercicios son de seleccién Unica y se procurara brindar la solucion de
todos los ejercicios que se propongan. Es importante hacer notar que los mismos pueden servir
de preparacién para estudiantes que participan en los distintos niveles de la Olimpiada

Costarricense de Matematica.

Continuamos con ejercicios correspondientes a los Problemas Introductorias de la
Olimpiada Sonorense de Matematica, estado de la Republica de México.

Problema 26. Cada lado de un rectangulo se divide en tres segmentos de la misma longitud;
los puntos obtenidos se unen definiendo un punto en el centro, como se indica en la figura.

¢, CGuanto es el cociente del area de la parte blanca entre el area de la parte gris?

(a) 1 (b) 172 (c) 1/3 (d) 1/4 (e) 2/3

Problema 27. Al aumentar en la misma proporcién la longitud de los lados de un cuadrado, su

area aumenta en un 69 %. ¢ Qué porcentaje aumentaron sus lados?

(@) 20% (b) 30% (c) 34.5% (d) 8.3% (€) 69%
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Problema 28. ;Cuanto es la suma de las cifras del nimero N = 10% - 92?

(@) 1992 (b) 992 (c) 818 (d) 808 (e) 798

Problema 29. Si escribi todos los numeros enteros del 1 al 1000, ¢cuantas veces aparecio6 la
cifra 57

(@) 110 (b) 1331 (c) 555 (d) 100 (€) 300

Problema 30. A Julio le dieron el numero secreto de su nueva tarjeta de crédito, y observé que
la suma de los cuatro digitos del numero es 9 y ninguno de ellos es 0; ademas el numero es
multiplo de 5 y mayor que 1995. ;Cudl es la tercer cifra de su numero secreto?

(@)1 (b) 2 (c)3 (d) 4 (€) 5

Problema 31. ;Qué proporcion guardan las areas de las dos regiones grises marcadas en el

rectangulo PQRS, si M es un punto cualquiera de la diagonal?

P ¢

B e s Ji'r“
e S D)
e

R e
s e
5 R
(a) La de arriba es (b) La de abajo es (c) Son (d) Sélo son iguales si M (e) No hay
mas grande mas grande iguales es el punto medio suficientes datos
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Problema 32. De la ciudad A a la ciudad B hay 3 caminos, de la ciudad A a la ciudad C hay 5
caminos, de la ciudad B a la D hay 2 caminos y de la ciudad C a la D hay dos caminos. Si un
camino que une dos ciudades no pasa por otra, ¢cuantas formas hay de ir de la ciudad A a la
D?

(@) 12 (b) 16 (c) 19 (d) 32 () 60

Problema 33. Se construyé un cubo de alambre de 3 cm de lado dividido en 27 cubitos de
1 cm de lado cada uno. ¢ Cuantos centimetros de alambre se usaron para marcar las aristas de

los cubos (si no hubo desperdicio)?

(@) 25 (b) 64 (c) 72 (d) 120 (€) 144

Problema 34. Un triangulo rectangulo tiene hipotenusa 6 y perimetro 14, ;cual es su area?

(@) 3 (b) 7 (c) 10 (d) 14 (e) 28

Problema 35. Alicia va al club cada dia; Beatriz va cada 2 dias; Carlos va cada 3; Daniel cada
4; Enrique cada 5; Francisco cada 6 y Gabriela cada 7. Si hoy estan todos en el club, ¢dentro

de cuantos dias sera la primera vez que vuelvan a reunirse?

(@) 27 (b) 28 (c) 210 (d) 420 (€) 5040

Problema 36. En la figura, cada lado del cuadrado mide 1. ;Cual es el area de la regién

sombreada?

(a) =/2 (b) =/4 (c)1/2 d)1-r/4 (e)1-=/2
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Problema 37. Dos enteros a >1 y b >1 satisfacen a° + b?= 57. Encuentra la suma a + b.
(@) 5 (b) 7 (c) 10 (d)12 (e) 57

Problema 38. En la siguiente figura AD = DC, AB = AC, el angulo :ABC mide 75°y el angulo ¢
ADC mide 50°. ;Cuanto mide el &ngulo :BAD?

C

(a) 30° (b) 85° (c) 95° (d) 125° (e) 140°

Problema 39. ; Cuanto mide el area de la parte sombreada?

3 6 _
(a) 9 (b) 5 (c) 18 (d) 12 (e) 5 V2

Problema 40. El promedio de 5 numeros es 40. Al eliminar dos de ellos el nuevo promedio es

36. ¢ Cual es el promedio de los dos numeros eliminados?

(a) 34 (b) 38 (c) 42 (d) 46 (e) 50
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Problema 41. Si cada letra C, A, N, G, U, R, O, S, corresponde a un digito entonces

10,000 x UROS - 10,000 x CANG + CANGUROS

es igual a:
(a) UROSUROS (b) UROSCANG (c) CANGCANG (d) CANGUROS (e) CARUNGOS

Problema 42. En el triangulo ABC, AB = 1, BC = 2 y el angulo :ABC es de 72°. Se rota el
triangulo ABC en el sentido de las manecillas del reloj fijando el vértice B, obteniéndose el
triangulo A'BC'. Si A,B,C’ son colineales y el arco AA' es el descrito por A durante la rotacion,

¢cuanto vale el area sombreada?

CJ'

(a)=/6 (b)= - 3/2 (c)=/10 (d)1 - =/2 (e)37/8

Problema 43. ; Cuantos nimeros multiplos de 6 menores que 1000 tienen la propiedad de que

la suma de sus cifras es 217

Problema 44. Si x es un numero par y y un numero impar, ¢cual de los siguientes numeros no

es impar?

(@) x+y (b) x+x+1 (c) x%/2 (d) (y+y)2 (e) xy+1
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Problema 45. ; Cuantos numeros entre 5678 y 9876 tienen la propiedad de que el producto de

sus cifras es igual a 3437
(a) 1 (b) 2 (c)3 (d) 4 (e) 5

Problema 46. Un barquillo de helado en Planilandia esta formado por un tridngulo ABC
equilatero (el barquillo) y un circulo de radio 1 (la bola de nieve) tangente a AB y AC. El centro
del circulo O esta en BC. Cuando se derrite el helado se forma el triangulo AB'C’ de la misma

area que el circulo y con BC y B'C' paralelos. ¢ Cual es la altura del triangulo AB'C'?

(@) V73 (b) V37 (c) 743 (d) 7 (e) 7

Problema 47. Una mesa tiene un agujero circular con un didmetro de 12 cm. Sobre el agujero
hay una esfera de diametro 20 cm. Si la mesa tiene 30 cm de altura, ¢;cudl es la distancia en

centimetros desde el punto mas alto de la esfera hasta el piso?

=

(a) 40 cm (b) 42 cm (c) 45 cm (d) 48 cm (e) 50 cm
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Problema 48. Un nifilo corta un cuadrado de tres dias por tres dias de la pagina de un
calendario. Si la suma de las nueve fechas es divisible entre 10 y sabemos que la fecha de la
esquina superior izquierda es multiplo de 4. ;Cual es la fecha de la esquina inferior derecha?

(@) 2 (b) 12 (c) 18 (d) 22 (e) 28

Problema 49. Sea f una funcion de numeros tal que f(2)=3, y f(a + b) = f(a)+f(b)+ab, para toda
ayb. Entonces, f(11) es igual a:

(a) 22 (b) 33 (c) 44 (d) 55 (e) 66

Problema 50. ;Cual es el digito de las unidades de
(1+1%) +(2+2% +(3+3%+... + (2000 + 2000 ?

(@) 0 (b) 2 (c) 4 (d)6 (e) 8
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5. Solucion al CURIOSATO

Miguel Angel Arias Vilchez
Giovanni Buckcanan Aguilar
Kendrick Mitchell Maturin
Mauricio Rodriguez Mata

Solucidén 26. Trazando las diagonales del rectangulo encontramos 12 triangulos. Cada lado del
rectdngulo contiene la base de 3 triangulos, uno blanco y uno gris, de la misma area, pues sus

bases y sus alturas son iguales. Asi, la razdn de las areas es de 1 a 2. La respuesta es (b).

Solucién 27. El nimero 10% se escribe como un 1 seguido de 92 ceros. Entonces 10%-92 se
escribe como noventa 9's seguidos de un 0 y un 8. Tenemos que 9 x 90 + 0 + 8 = 818. La

respuesta es (c).

Solucioén 28. Escribi 5 cien veces como cifra de las unidades: 5, 15, 25, ..., 95, ..., 995. Escribi
5 cien veces como cifra de las decenas: 50, ...,59, 150, ..., 159, ..., 950, ..., 959. Escribi 5 cien
veces como cifra de las centenas: 500, 501, ..., 599. En total escribi 300 veces la cifra 5. La

respuesta es (e).

Solucion 29. Por ser el nUmero multiplo de 5, debe terminar en 0 0 5, pero como no debe tener
0's, el numero termina en 5. Ahora hay que buscar tres nUmeros cuya suma sea 4 (pues la
suma de todas las cifras del nimero es 9); como ninguno debe ser cero la Unica posibilidad es
que sean 1,1,2 y, como el numero debe ser mayor que 1995, debe ser 2115. Por lo tanto su

tercera cifra es 1. La respuesta es (a).

Solucidén 30. El segmento MS es la diagonal de un rectangulo, por lo cual los 2 triangulos que
lo tienen como lado son de la misma area. Lo mismo pasa con MQ y con QS, lo cual implica

que las areas de los rectangulos grises siempre son iguales. La respuesta es (c).

Solucion 31. Por ser el nUmero multiplo de 5, debe terminar en 0 o0 5, pero como no debe tener
0's, el numero termina en 5. Ahora hay que buscar tres nUmeros cuya suma sea 4 (pues la

suma de todas las cifras del numero es 9); como ninguno debe ser cero la Unica posibilidad es
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que sean 1,1,2 y, como el numero debe ser mayor que 1995, debe ser 2115. Por lo tanto su
tercera cifra es 1. La respuesta es (a).

Solucidén 32. Hay 6 formas de ir de la ciudad A a la ciudad D pasando por B, y hay 10 formas
pasando por C. Por lo tanto hay 16 rutas de la ciudad A a D. La respuesta es (b).

Solucién 33. Tenemos tres direcciones que pueden seguir las lineas de alambre, las cuales
podriamos pensar como: de izquierda a derecha, de adelante a atras y de arriba a abajo. En
cada una de estas direcciones hay 16 lineas de 3 cm cada una pues son 4 niveles y en cada
nivel hay 4 lineas. De esta manera tenemos que el resultado es 3 x 3 x 16 = 144. La respuesta
es (e).

Solucion 34. Llamemos a y b a los catetos del triangulo y ¢ a su hipotenusa. Sabemos que ¢
=6yquea+b+c=14. Por lo tanto a + b = 8. Elevando al cuadrado tenemos que
(a + b)?> = 8% lo cual implica que a® + 2ab + b?=64. El area que buscamos es ab/2. Por el
Teorema de Pitagoras ¢? + 2ab = 64, sustituyendo ¢ obtenemos que ab/2=7, que es el area que
buscabamos. La respuesta es (b).

Solucion 35. La cantidad de dias que pasan antes de que vuelvan a reunirse todos debe ser
divisible por 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7. Si multiplicamos 4 x 3 x 5 x 7=420 tenemos el minimo comun
multiplo los numeros, asi, el menor nimero de dias en el que se reencontraran es 420. La

respuesta es (d).

NG

2
Solucion 36. El area del circulo es ﬁ(TJ =§. El area de la superficie delimitada por los

segmentos AD, DC y el arco ACes 1 — % El &rea de la region delimitada por el segmento BC y

el arco BC es la cuarta parte de restarle al area del circulo el area del cuadrado, o sea

T

-2 :1_%+% Asi, el area de la regibn sombreada es 2(%—%)+1_£ :%_ La

4 4

respuesta es (c).
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Solucién 37. Uno de los enteros, digamos a, debe ser par, mientras que el otro, b, debe ser
impar. Como 4° = 64 > 57, tenemos que a = 2; entonces es facil ver que b = 5. La respuesta es
(b).

Solucién 38. El triangulo ABC es isb6sceles (AB = AC), lo que implica que
£ ABC = : ACB = 75° y que £ BAC = 180°— (75° + 75°) = 30°. El triangulo ADC es isésceles
(AD = DC), lo que implica que £ DAC = { DCA = (180° — 50°)/2 = 65°. Observemos que
/. BAD = : CAB + 2 DAC = 30° + 65° = 95°. La respuesta es (d).

Solucion 39. En la figura, el area del triangulo ABC es igual a la del triangulo FGH, y el area del
triangulo ACD es igual a la del EIJ. Asi, el area sombreada es igual al area del cuadrado EFHI,

que es 9. Entonces la respuesta es (a).

E A ‘4
J D B
I C H

Solucion 40. Si el promedio de los cinco numeros es 40, entonces su suma es 40 x 5=200. De
la misma manera, la suma de los tres que no se eliminaron es 108. Entonces, los dos

eliminados suman 92 y su promedio es 46. La respuesta es (d).
Solucién 41. Tenemos que CANGUROS = 10,000 x CANG + UROS, asi es que
10,000 x UROS- 10,000 x CANG+ 10,000 x CANG+ UROS
= 10,000 x UROS+ UROS= UROSUROS.
La respuesta es (a).

Solucion 42. El angulo A'BC mide 180° - 2(72°)=36°. Por lo tanto, la region sombreada es
360°/36°=1/10 del area total del circulo con centro en B y radio AB, que es 7 (1?) = z. El area

de la regién sombreada es igual a #/10. La respuesta es (c).

38



Sociedad RAMAMSEM

Solucién 43. Queremos que el numero sea multiplo de 6, por tanto debe serlo de 2 y de 3. Al
pedir que la suma de sus cifras sea 21 el nimero ya serd multiplo de 3. El nimero debera
ademas par, asi es que pensemos en las posibilidades para su ultima cifra. El nimero no puede
terminar en 0 ni 2 porque no tenemos posibilidades para las primeras dos cifras de forma que la
suma alcance 21. Si la Gltima cifra es 4, las dos primeras deben sumar 17, asi es que deben ser
8y 9, y hay dos combinaciones posibles: 984 y 894. Si la ultima cifra es 6, las primeras pueden
ser8y 7,0 bien 9y 6, con los que se pueden formar cuatro numeros: 876, 786, 966 y 696. Si la
ultima cifra es 8, las posibilidades para las primeras son 6y 7, 5y 8, o bien 4y 9;y hay 6
nameros: 768, 678, 588, 858, 498, 948. En total hay 12 numeros. La respuesta es (c).

Solucion 44. x%/2 es par siempre. Como x es par, entonces x es mdltiplo de 2 y, por lo tanto, x*

es multiplo de 4. Entonces x%2 es mdltiplo de 2, es decir, es par. La respuesta es (c) .

Solucion 45. Observemos que 343=7°. Como los niimeros son de cuatro cifras, 3 de ellas son
7 y la otra es 1. Entonces las Unicas posibilidades son 7177, 7717, 7771. La respuesta es (c).

Solucion 46. El area del circulo es 7(1?)=7, asi que estamos buscando la altura de un triangulo
equilatero que tiene area =. AB'C’ es un triangulo equilatero, aplicando el Teorema de Pitagoras
al tridngulo rectangulo que tiene como hipotenusa a AC' y como catetos a la altura trazada
desde el vértice A y a la mitad del lado B'C'. Si AC' mide b y la altura es h, tenemos que h?=
b?— (b/2)? = (3/4)b?, de donde b = (2//3)h. El 4rea del triangulo es hb/2. Asi, (1/v/3)h°= 7y h=

Vs, La respuesta es (a).

Solucion 47. Aplicando el Teorema de Pitagoras al triangulo cuya hipotenusa es el radio de la
esfera y uno de cuyos lados es el radio del agujero, vemos que la distancia desde el centro de
la esfera hasta el nivel de la mesa es V10® -6 = 8. Asi, la distancia del punto mas alto de la
esfera al piso es 10 + 8 + 30 = 48. La respuesta es (d).

Solucion 48. Si la fecha menor del cuadrado es X, la suma de todas las fechas del cuadrado es
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X+X+1+X+2+X+7+X+8+X+9+X+14+x+15+x+16=9x+72=9x+7(10) + 2.
Necesitamos que 9x termine en 8, lo cual es posible si x termina en 2. Para que x sea multiplo
de 4 la unica posibilidad es x = 12. Entonces, la fecha de la esquina inferior derecha es 28. La
respuesta es (e).

Solucion 49. Como sabemos cuanto vale f(2), podriamos calcular f(11) si conociéramos el
valorde f(3) yaque 11 =4+4+3=(2+2) + (2 +2) + 3.
Tenemos que f(4) = f(2 + 2) = f(2) + f(2) + 4 = 10. Por otra parte f(4) = 10 = f(3) + f(1) + 3, de
donde f(3) =7 — f(1). Ademas f(3) = f(2 + 1) = f(2)+f(1)+2 = f(1) + 5. Tenemos dos ecuaciones
que involucran a f(3) y a f(1). Resolviendo obtenemos (1) = 1 y f(3) = 6. Entonces

f(4) + f(4+3) +28 =10 + f(4) + f(3) + 12 + 28 =50 + 10 + 6 = 66.
La respuesta es (e).

Solucion 50. En (1 + 12) + (2 + 22) + (3 + 32) + ... + (2001 + 20012) podemos reemplazar cada
namero por su Ultima cifra sin alterar la ultima cifra del resultado. Asi, la dltima cifra de la suma
es la misma que la ultima cifra de

200 x (1+12) + (2422) + (3 +32) + ... + (10 + 102)) + (1 + 12) = 88002.
Por lo tanto, la cifra que buscdbamos es 2. La respuesta es (b).

40



Sociedad RAMAMSEM

6. Solucion a los problemas anteriores de la columna

“Olimpiadas alrededor del mundo”.

Miguel Angel Arias Vilchez
Mauricio Rodriguez Mata.

Presentamos, a continuacion, la soluciéon de los diez problemas presentados en esta
misma columna pero de la edicién anterior. Hemos procurado adjuntar varias soluciones a los
problemas con el fin de hacer notar que los mismos pueden ser enfocados y resueltos de
diversas formas y que ello es lo que se busca en las competencias olimpicas: favorecer el pleno
desarrollo de la creatividad del participante al momento de enfrentar los problemas y de ninguna

manera encajonar su pensamiento.

Al mismo tiempo que se presenta una solucién a determinado problema se advierte,
cuando ello lo amerita, la teoria que se esta aplicando en la solucién del mismo con el fin de
que se cuente con todo el marco teérico que se requiera para poder resolver otros problemas
que puedan ubicarse en la misma categoria o bien que puedan reducirse a ellos.

Cuando se indique que la solucidn es oficial lo que se pretende indicar es que esa es la
solucién que se dio en la competencia senalada por parte del comité organizador o bien de su
proponente.

Recuérdese que ningun problema esta completamente cerrado por lo que se les solicita
a nuestros estimables lectores que nos envien sus comentarios 0 sugerencias que tengan a

esta columna en particular mediante alguno de los correos indicados en la presentacion.

Pues bien, veamos las soluciones de la columna anterior !
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1. Demuestre que ¥V ne N, 11"*2 + 122"+ g5 divisible por 133.
(Olimpiada Costarricense de Matematica, 1993)
SOLUCION 1: por induccién matematica
SeaP(n) = 11"*2 +122"*' se debe demostrar que P(n) = 133 m para algiin m entero positivo.
Para n = 0 se tiene que P(n) = 11?2 + 12'= 133 . 1. Con lo que la proposicién es verdadera para
el cason =0.
Para n = 1 se tiene que P(n) = 11® + 12°= 133 . 29. Con lo que la proposicién es verdadera para
elcason=1.
Asumimos, como hipétesis inductiva, que P(k) = 133 my. Debemos demostrar que la
proposicion es verdadera para n = k + 1. En efecto,
Pk +1) = 1173 4 1223

— 11k+3 +11 - 122k+1 -11- 122k+1 + 122k+3

= 111192 41224 T) 4 125111 4+ 127)
11-133 m; + 12 1. 133

= 133(11my + 1221
Asi, hemos demostrado que la proposicion es verdadera para n = k + 1. Finalmente,

1n+2 22n+1

concluimos que 1 +1 es divisible por 133.

SOLUCION 2: por congruencia modular.

112 =-12 (mod133) = 11" "2 = —12.11" (mod133) (1)
122 =11 (mod133) = 122" = 11" (mod133) = 122"+ = 12.11" (mod133) (2)

Sumando, miembro a miembro, (1) y (2) se obtiene 1172 + 1227+ = 0 (mod133) .
Por lo que se ha demostrado que 11"+2 es divisible por 133.

SOLUCION 3: por el binomio de Newton.

11742 4122 T 2 11241 112.(12%)" =121 11" +12.(144)"

=121 11" +12- (133 + 11)" =121-11" +12-(133m + 11") para algin m entero positivo
=121-11" +12.133m +12-11" =133 11" +12.133m

=133 (11" +12m)

1n+2

+ 122n+1

22ﬂ+1

Por tanto, 1 +1 es divisible por 133.
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2. Determinar para cudles niimeros primos p se cumple que 2° + p? es primo.
(Olimpiada Nacional de Matematica. Chile, 1989)

SOLUCION OFICIAL:
Notemos que p = 2 y p = 3 producen los numeros 8 y 17, compuesto en el primer caso y primo
en el segundo. Basta considerar entonces primos p > 2.
Consideremos congruencia modulo 3. Sabemos que p debe satisfacer una y s6lo una de las
congruencias siguientes:

p =0 (mod 3) p=1(mod 3) p=-1(mod 3)

Claramente, el primer caso solo se puede dar si p = 3, puesto que de otra manera p seria un

namero compuesto.

Aplicando las propiedades de congruencia en cualquiera de los dos restantes casos se obtiene

que p>=1 (mod 3).

Por otro lado, como 2 = -1 (mad 3) se obtiene 2° = (—1)° (mdd 3). Ademas, p es impar, luego 2P
= —1 (mdd 3). En resumen, 2° = —1 (mdd 3) y p? = 1 (méd 3). Aplicando las propiedades de las
congruencias con respecto a la suma se obtiene finalmente que

2P + p?=0 (mdd 3)

Pero entonces (2° + p?) es siempre divisible por 3 si p > 3. Luego, el tinico caso es p = 3.
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3. Seanf(x) =x(x + 1)(x + 2)(x + 3) + 1 y p un numero primo impar. Pruebe que existe n € N tal

que p divide a f(n) si y sélo si existe m e N tal que p dividea m?—5.

(Olimpiada Mexicana de Matematica, 1994)

SOLUCION OFICIAL:
Es facil ver que f(x) = [x(x + 3) + 1. Asi, existe n tal que f(n) = 0(méd p) si y solo si
existe n tal que [n(nh + 3)+ 1 =0(méd p) y como p es primo, esto es cierto si y solo si
existe ntalque n(n+3) + 1= 0(méd p ). Como p es primo impar, (p,4 ) = 1.Asi,
n>+3n+1=0(médp)
& 4n® +12n+4=0(modd p)
& 4n? +12n + 9 =5(moéd p)

& (2n+3F =5(méd p)

Como (p, 2) =1, multiplicar por dos y sumar tres es una biseccién del conjunto de residuos

mddulo p en si mismo.

Por lo tanto existe n tal que f(n) = 0(mdd p) si y solo si existe m tal que 2n + 3 = m(méd p )

ym? =5(médp).
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4. Demuestre que la suma de los cuadrados de los lados de un paralelogramo es igual a la
suma de los cuadrados de sus diagonales.
(Olimpiada Costarricense de Matematica, 1995)

SOLUCION 1: por el teorema de Pitagoras.
Consideremos la figura siguiente

con m + n = b. Debemos demostrar que 2a%+2b° = d12 +d22 . En efecto, aplicando el teorema

de Pitdgoras se tiene que

a® =m? +h? (1)
@em+nf +h?=d,” (2)
n®+h?=d/} (3)

Sumando (2) y (3) se obtiene 4m? + 4mn + n® + h®> + n® + h®> = di? + d»* de donde
4m? + 4mn + 2n? +2h? = d{® + d2? , sustituyendo (1) en esta ultima ecuacién se obtiene 2m?
+4mn +2n? +2a% =d® + d2? lo que equivale a 2(m? + 2mn + n?) +2a%= d:? + d2® con lo que 2(m +

n)? +2a® = d+? + dx? por tanto 2b% + 2a%=d® + dz° .
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SOLUCION 2: por la ley de cosenos.
Considere la figura siguiente

_ d.?> =a® +b? —2abcosa ,
aplicando la ley de cosenos tenemos , que es equivalente a
d,” =a® +b® —2abcos(1802- )

d,? =a® +b® —2abcosa _ _ sy o
sumando estas ecuaciones se obtiene 2b“ +2a“=d;" + d,

d,” =a®+b? +2abcosa

5. Sifes una funcién definida en los numeros enteros positivos que verifica:

_ 2f(n)+1

a) f(n+1) 5

b) f(1) =2.
Determine f(n) en términos de ny calcule f(1992).

( Olimpiada Costarricense de Matematica, 1992 )

SOLUCION 1: por diferencias finitas

2f(n—1)+1

Notemos que, de a), se tiene que f(n) = =f(n —1)+% = f(n—-1)—-1(n) =% . Como la

2
primera diferencia de dos términos consecutivos es constante entonces existe un polinomio de
fl)=a+b=2
grado uno tal que f(n) = an + b. Ahora bien, f(2)= 2 (1) +1 -3 con lo que 5
2 2 f(2)=2a+b = >
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y, entonces, a:E ; b==porlo que f(nb% y f(1992):@
SOLUCION 2: por progresiones
De b) se tiene que f(n)=f(n—-1) +§. Por lo que
f(n)—f(n—1)—l
2
1
fln-1)-f(n-2)=—
(n-1)-f(-2)=7
1
f(n-2)-f(n-3)=—
(n-2)-f(n-3) 5
f(3)-1(2) = 2
2
1
f(2)-f(1)=—
(2)-1(1) 5
Sumando miembro a miembro estas ecuaciones se obtiene f(n)—-f(1)=—(n-1) con lo que
f(n)—2:nT_1:> f(n) = ”;1 +2="%3 finaimente, £(1992) = 1922

Notas:
n+3 , .
—— y demostrarse por induccion.

a) puede inducirse que f(n)
b) este ejercicio puede ser resuelto también utilizando la teoria de funciones por recurrencia
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6. Halle todas las ternas de enteros (a, b, c) tales que:
a+b+c=24
a? +b%+c?=210
abc = 440
(I Olimpiada Iberoamericana de Matematica, 1985)

Solucién:

Recordemos que (a+b+c) —2(ab+ac+bc)=a?+b%+c? de donde, sustituyendo se tiene
(24)? —2(ab+ac+bc)=210 con lo que ab+ac+bc=183. Sean a, b y c las raices de una
ecuacién cubica, esto es, (x—a)x-b)x-c)=0=x®-(a+b+c)x®+(ab+ac+bc)x—abc =0
que al sustituir los datos conocidos se obtiene la ecuacién x® -24x®+183x-440=0. Al
resolver dicha ecuacidn se obtiene las soluciones 5, 8 y 11. Ahora bien, el sistema a resolver es

simétrico en las variables a,b,c por lo que todas las ternas de enteros (a,b,c) se obtiene
permutando (5,8,11).

7. Calcule la suma de todas las fracciones positivas irreducibles menores que uno cuyo
denominador es 1994.
( Olimpiada Mexicana de Matematica, 1994 )

Solucién:

Notemos que la suma de todos los fracciones positivas menores que denominadores es 1994

1 2 3 997 998 1993 :
+_—— pero en esta suma tenemos fracciones

es + + Fot——+——+...
1994 1994 1994 1994 1994 1994
que son reducibles (pueden simplificarse) como 1994 =2 - 997 entonces debemos restar a esa

2 4 6 1992
+ + +..+
1994 1994 1994 1994

suma las fracciones cuyo numerador sea multiplo de 2 : y la

,esto es, la suma buscada es:

., 997
fraccion
1994
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1 2 1993 2 4 1992 997
——t——"+...+ - + +...+ -
1994 1994 1994 ) (1994 1994 1994 ) 1994

1 2 1
=—(1+2+...+1993) - ——(1+2+...+996) — —
1994 1994 2

i 1993-1994 2 996-997 1_1993 996 1_996 _,o0

T 1994 2 1994 2 2 2 > 2 2

8. En una fiesta hay 205 personas de cinco nacionalidades diferentes. En cada grupo de seis,
al menos dos personas tienen la misma edad. Pruebe que hay al menos cinco personas del
mismo pais, de la misma edad y el mismo sexo.

(XXIX Olimpiada Espafola de Matematica, 1992)

SOLUCION OFICIAL:
Si en cada grupo de 6 personas, 2 son de la misma edad, s6lo puede haber 5 edades
diferentes, ya que, si hubiese 6 edades diferentes, eligiendo una persona de cada edad
tendriamos 6 personas de edades distintas contra la hipétesis.
Como 200 =2 - 100 + 1= al menos hay 101 personas del mismo sexo.

101 =5-20 + 1 = al menos hay 21 personas de la misma edad y sexo.

21 =4-5+1 = al menos hay 5 personas de la misma nacionalidad, edad y sexo.

9. En el triangulo ABC, M es el punto medio del lado AC, D es un punto sobre el lado BC tal
que AD es bisectriz del &ngulo BAC y P es el punto de interseccién de AD y BM. Sabiendo que
el area del triangulo ABC es 100, AB = 10y AC = 30, calcule el area del triangulo APB.

(XXV Olimpiada Brasileira de Matematica, 2003)

SOLUCION OFICIAL:
Consideremos la figura adjunta
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Las alturas que pasan por B de los tridngulos ABC y ABM son iguales a la distancia d de B

hasta la recta AC, luego

AM-d
aea ABM_ 5 _AM 1 e ABM=Laren ABC=1-100=%0.
drea ABC AC-d AC 2 2 2
2
drea ABP  BP BP _AB 10 _2 3
. . —=—=—=—:>Hw=—BP
Andlogamente, dca ABM BV - Por el teorema de la bisectriz, PM AM 15 3
Luego,
area ABP BP BP BP _ BP zgjm ABP=2érea ABM=2-50=20.
dea ABM BM BP+PM . 3 5 5 5

BP+-BP -BP
20 2

10. En el triangulo ABC, sean D,E,Flos pies de las alturas trazadas desde
A, B, C respectivamente y H su ortocentro. Pruebe que

AH BH CH
AD BE CF

(Olimpiada Matemética Australiana, 1993)

SOLUCION OFICIAL:

AH BH CH HD HE HF
AD "BE T CF ( C‘F)
[BHC] [CHJL] [AH B]>
([ABC] [ABC] [.43:::],]
[ABC]
[ABC]

2,
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7. Olimpiadas alrededor del mundo.

Jorge Obando Torufio
José Virgilio Reyes Pérez

En esta columna, a partir de esta edicion, se propondran unicamente problemas que
hayan sido parte de exdmenes de competencias olimpicas, nacionales o internacionales, con
esto pretendemos que otros tipos de competencias sean abordados en la columna Problemas
de Competencias no Olimpicas (antes denominada problemas propuestos) de esta misma

revista.

Es importante hacer notar que los problemas de la OLCOMA que se publican en esta
revista corresponden a lo que hoy se considera el nivel C de estas competencias olimpicas y

que se hara referencia a otro nivel cuando ello sea necesario.

1. En una Olimpiada de Matematicas los concursantes estan ocupando todos los asientos de
un salén rectangular donde los asientos estan alineados en filas y columnas de tal manera que
hay mas de dos filas y en cada fila hay més de dos asientos. Al inicio del examen un profesor
les sugiere que se deseen suerte dandose la mano; cada uno de los concursantes estrecha la
mano de los concursantes que estan junto a él (adelante, atras, a los lados y en diagonal) y sélo
a éstos. Alguien observa que se dieron 1020 apretones de manos. ;,Cuantos concursantes hay?
(IX Olimpiada Nacional de Matematicas de México, noviembre de 1995)

2. Encuentra todos los niimeros primos positivos p tales que 8p* - 3003 también sea un primo
positivo.
(Xl Olimpiada Nacional de Matematicas de México, noviembre de 1997)

3. Unafunciéon f:R —R satisface f(x+ f(y))=x+ f(f(y)) para todos los nimeros reales x y
y . Sabiendo que f(2)=8, calcule f(2005).
(XXVII Olimpiada Brasileira de Matematica, Segunda fase del Nivel 3, 2005)
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4. Cada uno de los nimeros xj,x2,x3,--,xp004 Ppuede ser igual a +2+10 a ~/2+1.

¢, Cuantos valores enteros distintos puede sumir la suma
2004
ZXZk —1X2) =X]XD +X3X4 +X5X6 +: -+ X2003%2004 7
k=1
(XXVI Olimpiada Brasileira de Matematica, Segunda fase del Nivel 3, 2004)

5. Demostrar que en un cuadrildtero convexo de area unidad, la suma de las longitudes de
todos los lados y diagonales no es menor que 2(2++/2).

(XXXl Olimpiada Matematica Espariola, Fase Nacional, Valencia, Marzo 1997)

6. Un cuadrado ABCD de centro O y lado 1, gira un angulo o en torno a O. Hallar el area
comun a ambos cuadrados.
(XXXl Olimpiada Matematica Espariola, Fase Nacional, Valencia, Marzo 1997)

7. En la figura siguiente, [ABCD] es un cuadrado y [ADF] y [CED] son triangulos equilateros.

¢, Cudl es la razdn entre las areas del tridngulo [DEF] y el area del cuadrado [ABCD]?
A B

@

E

(XXIII Olimpiada Portuguesa de Matematica, 1 Eliminatoria Categoria B, 2004)
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8. En una fila para un concierto de Super Rock Pop estaban 2005 personas. Con el objetivo de
ofrecer 3 entradas para el "backstage”, se pide a la primera persona de la fila que grite "Super",
a la segunda "Rock", a la tercera "Pop", a la cuarta "Super", a la quinta "Rock", a la sexta "Pop"
y asi sucesivamente. Quien dice "Rock” o "Pop" fue eliminado. Repitiendo este proceso,
siempre a partir de la primera persona de la nueva fila, hasta que queden apenas 3 personas.
¢, En qué posicion se encontraban al inicio esas personas?

(XXl Olimpiada Portuguesa de Matemética, Final Categoria B, 2005)

9. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

x + log x+\/x2+1j =Yy,
2]

y +logl y+4y~+1
[2 j_

z+logl z+4z7+1 |=x.

(Olimpiada Israeli de Matemética, 1995)

<5

10. o es un nimero real dado. Halle todas la funciones f:]0,+ o[ — J0,+ o[ tales que
ax? f[lj + f(x) = Ll se verifica para todo numero real x > 0.
X X+

(Olimpiada Israeli de Matemética, 1995)
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8. Logica y Matematica Recreativa.

Maynor Castro
Randall Godinez.
Arlene Martinez
Carlos Molina
Mauricio Ramirez
Melissa Ramirez
Carlos Rodriguez
Simén Sanchez
Erick Solano

En la columna de esta edicidén vamos a presentar una coleccién de diez ejercicios que han
sido evaluados en diferentes competencias olimpicas pero siempre relacionados a la logica y la
matematica recreativa.

Es importante destacar que los ejercicios numerados del 1 al 5 han sido propuestas en
fases iniciales de la OLCOMA (Olimpiada Costarricense de Matematica), los numerados 6 y 7
corresponden a ejercicios de preparacién de las mismas. Con respecto al ejercicio 8, éste se
propuso en una etapa final de la OLCOMA. El ejercicio numerado 9 corresponde a la Xl
Olimpiada regional de Matematica de Castilla y Ledén (Espana, 2003) para estudiantes de
2° E.S.O (estudiantes de 12 — 13 anos del programa Educacion Secundaria Obligatoria) y
finalmente, el ejercicio numerado 10 es tomado de la Olimpiada Britanica Junior.

Pues bien, dada la anterior informacion de referencia procedemos con los enunciados.

1. En una conferencia internacional se retinen 15 delegados de Africa, América, Asia y Europa.
Cada continente envia un nimero diferente de delegados, y cada uno esta representado, por lo
menos, por un delegado. América y Asia envian un total de 6 delegados, Asia y Europa envian
un total de 7 delegados. El continente que envia 4 delegados es

a) Asia.

b) Europa.
c) Africa.

d) América.
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2. Los senores Trujillo, Lara, Bolivar y Sucre son de los lugares Truijillo, Lara, Bolivar y Sucre;
pero en ningun caso el apellido coincide con el nombre del lugar de nacimiento. El nacido en
Trujillo no tiene el mismo apellido que el nombre del lugar de nacimiento del sefior Bolivar. El
nacido en Lara no es el sefior Sucre, ni tiene como apellido el nombre del lugar de nacimiento

del senor Lara. Entonces podemos afirmar que el que nacié en Sucre es el sefor

a) Lara.

b)  Truijillo.
c) Bolivar.
d) Sucre.

3. Juan tiene el mismo parentesco que Antonio tiene con el hijo de Carlos. Carlos tiene con
Antonio el mismo parentesco que Antonio tiene con Juan. De las siguientes proposiciones
puede ser cierto que

a) Carlos es el nieto de Juan.

O

Carlos es el padre de Juan.

(2]

)
) Juan es el nieto de Carlos.
)

d) Juan es el padre de Carlos.

4. El senor Villanueva, el sefor Becerra y el sefior Espinoza viven en la casa de huéspedes de
Nana Pancha. Uno es panadero, el otro es taxista y el tercero es bombero. Sabiendo que
e El senor Villanueva y el sefior Becerra juegan ajedrez todas las noches.
e Elsenor Becerra y el sefor Espinoza van juntos a los juegos de béisbol.
e El taxista colecciona monedas, el bombero soldaditos de plomo y el panadero, sellos
postales.
e Eltaxista nunca haido a un juego de béisbol.
e El sefior Espinoza nunca ha oido hablar de sellos certificados.
Entonces, en lo que trabaja el sefor Becerra
a) esde panadero.

O

es de taxista.

(9]

)
) es de bombero.
)

o

no es posible determinarlo.
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5. Se tiene tres cofres, uno de oro, uno de plata y el ultimo de bronce, cada uno de ellos tiene

una inscripcion:

COFRE DE ORO: El retrato esta en este cofre.

COFRE DE PLATA: El retrato NO esta en este cofre.
COFRE DE BRONCE: El retrato NO esta en el cofre de oro.

Si solamente una de las inscripciones es verdadera podemos afirmar que

el retrato esté en el cofre de bronce.

el retrato estd en el cofre de plata.

el retrato esté en el cofre de oro.

no es posible determinar en qué cofre esta el retrato.

Alberto, Bernardo, Carlos y Diego fueron a cenar en compafia de sus respectivas

esposas. En el restaurante se sentaron alrededor de una mesa redonda de forma que:

ningun marido se sento al lado de su esposa.

al frente de Alberto se sent6 Carlos.

a la derecha de la esposa de Alberto se sent6 Bernardo.
No habia dos hombres juntos.

Quién se sent6 entre Alberto y Diego es la esposa de

Alberto.
Diego.
Carlos.
Bernardo.

7. Eduardo miente los dias miércoles, jueves y viernes y dice la verdad el resto de los dias de

la semana. Andrés miente los domingos, lunes y martes y dice la verdad el resto de los otros

dias de la semana. Si hoy ambos dicen: “mafana es un dia en el que yo miento”. El dia de la

semana que sera mafana es

Sabado.
Miércoles.
Martes.
Viernes.
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8. En una reunién internacional participaron 5 personas A, B, C, D y E y pudo observarse lo
siguiente:

a) B y C conversaban en inglés, pero cuando se acercaba D debian pasar al espanol, Unico
idioma comun a los tres.

b) El dnico idioma comun a A, By E era el francés.

c) Elunico idioma comun a Cy E era el italiano.

d) Tres personas conocian el portugués.

e) Elidioma mas hablado era el espariol.

f) Una de las personas conocia todos los idiomas, otra conocia 4, otra 3, otra 2 y otra conocia
un unico idioma.

¢, Cudl de ellas conocia los 5 idiomas?

9. En una carcel hay 32 presos repartidos en ocho celdas de planta cuadrada.

En cada celda de las esquinas hay un preso y en cada una de las centrales hay siete presos.

El carcelero cuenta cada noche los presos que hay en cada hilera y se asegura de que sean
nueve. Una vez hecho esto se retira a su oficina. Cierto dia se fugan cuatro internos. Cuando el
carcelero hace su recuento nocturno no se percata de nada, pues los presos siguen sumando
nueve por hilera. ;Qué hicieron los presos para burlar al carcelero? ;Coémo se situaron en las
celdas? Tres dias mas tarde se fugan otros cuatro presos. Esta vez tampoco el carcelero se dio
cuenta de nada al contar. ;Como volvieron a burlar al carcelero? Una semana después, el
carcelero realizé su habitual recuento, le salieron las cuentas y volvi6 tranquilo a su oficina. A la
manana siguiente una inspeccion del alcalde descubrié que sélo quedaban 20 presos.

¢, Qué hicieron los reclusos para burlar por tercera vez al ingenuo carcelero?

¢, Hubiera sido posible una cuarta fuga?
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10. Cuatro soldados heridos tienen que cruzar un puente dafnado, de noche, para escapar del
fuego enemigo. El puente sblo soporta el paso de 2 soldados al mismo tiempo; cuando lo
cruzan, lo hacen a la velocidad del mas lento. Los cuatro soldados sélo tienen una linterna, que
deben llevar siempre para cruzar el puente. Si los cuatro soldados tardan, individualmente, 1, 2,

4 y 6 minutos en cruzar el puente, ¢cual es el minimo tiempo necesario para que los cuatro

crucen el puente?

58



