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1. Presentacion.
Esta publicacion es realizada por la Sociedad RAMAMSEM vy va dirigida a todas aquellas

personas que deseen explorar una matematica diferente a la que se ensefia en secundaria, y
algo mas !

En la seccion Problemas de Competencias no Olimpicas los

proponentes han seleccionado problemas que han sido evaluados en el concurso “American
Invitational Mathematics Examination” cuyas siglas corresponden a AIME y con las cuales se
identifican los problemas propuestos.

Queremos recordarles a todos nuestros lectores que pueden compartir este material con
todos aquellos que lo requieran y que no tiene costo alguno. Les pedimos que si alguna otra
persona lo recibe enviennos un e-mail para ampliar nuestra base de datos y poder tener un
contacto mas cercano con nuestros lectores.

Toda comunicacién o informacidén con respecto a los problemas propuestos o soluciones,

pueden ser enviados a

\@ ramamsem@Iatinmail.com o bien ramamsem@costarricense.cr
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2. Solucion a los anteriores Problemas de Competencias no

Olimpicas.

Miguel Angel Arias Vilchez

Giovanni Buckcanan Aguilar
Kendrick Mitchell Maturin

Mauricio Rodriguez Mata

A continuacién brindamos la solucién de los 30 ejercicios propuestos en la columna

Problemas de Competencias no Olimpicas de la edicién anterior.

Les recordamos que la forma de resolver cada ejercicio no necesariamente es la Unica, asi

que invitamos al estimable lector a enviarnos sus soluciones a los mismos.

1. Determine todas las soluciones reales de la siguiente ecuacion:

V1T 4 B — 222 4+ V4 4+ 122 — 322 = 2% — 4 + 13.

(CEOC, 1995)

SOLUCION:
Tenemos que

V1T + 82 — 222 4+ /4 + 122 — 3a?
= /25 —2(x — 2)2 4 /16 — 3(= — 2)2
< V25+V16 = 9 <94 (2 —2)?
= 2% —4x + 13

con igualdad si y solo si x —2 =0, asi, x =2.

ALGEBRA.
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2. (a) Resuelva: y/x +20 — \x +1=1.

(b) Resuelva: %/x +20 - %/x +1=1

(Canadian Mathematical Society Prize Exam, April 26, 1996)

SOLUCION:

(a) Sean A=.,x+20y B=,/x+1. Tenemos que A2—BZ:(A+B)(A—B):A+B
yaque A—-B=1.Asi x+20—-(x+1)=19= A + B. Ahora bien, 24 =20, A=10 y x = 80.

(b) Sean A= I+ 20 y B-= Jx+1asi A-B=1. Multiplicando por A2 — 2AB + B2

2 2

tenemos  que A3 - B3 =A“+AB+B o] bien A2 + AB + B2 =19. Como

2

A< —2AB + 32 =12 = 1 obtenemos 3AB=19-1=18 esto es AB = 6. Asi,

(x+20)(x+1) = A383 = 63 =216. Esta ultima ecuacién es equivalente a x2 +21x—-196=0
que al resolverla nos produce x =—-28 o bien x =7.

4

3. Determine las cuatro raices de la ecuacién: x* +16x —12 =0.

(Another Five Klamkin Quickies, Octubre 21, 1996)
SOLUCION:
Factorizando tenemos

et 162 —12 = (2* 4+ 2)° — 4z — 2)® = (2 + 22 — 2)(2® — 22 + 6) = 0,

asi, las cuatro raices de la ecuacién son -1+ /3 y 1+i4/5.

4. ;Cuantos pares de enteros positivos satisfacen la ecuacion
T Yy
19 " 95
(The Twelfth W.J. Blundon Contest, Febrero 22, 1995)

= 17

SOLUCION:
Notemos que 95 =19 x 5. Para x =1, 2, ...,18 tenemos
v x 19 — o _ 95 — dr
95 19 19 95

de donde, se obtienen 18 pares de enteros positivos (x, y).
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5. Determine todas las soluciones (x, y) para el sistema de ecuaciones:
i
x4 i) + — =19
Y

x(x + y)
Yy

= G0O.

(The Twelfth W.J. Blundon Contest, Febrero 22, 1995)

SOLUCION:

De la segunda ecuacién obtenemos
- GO

y =4y
asi, se tiene que
GO

x® + y

r+y+ = 19, (& 4+ y)® —19(x + y)+ 60 =0

de donde
r+y=4 &+ y = 15.

: ] 4
Six+y=4, leS, tenemos que x =15y y 16y =4, asi y:E:
y
' X . 15
S|x+y:15, —:4, tenemosque x:4yy 5y:15, asi y:?::;y x=12.
y

Finalmente, las soluciones (x, y) son [% %) y (12, 3).

6. Determine todas las soluciones reales de la ecuacion:
V11— =2 — 14221 — 2.
(CEQC, 1996)

SOLUCION 1:
Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacién y simplificando se obtiene

—r = 4x(2x® — 1)1 — =2, (1)
Claramente x = 0no es una solucién asi que (1) puede expresarse como

—1 = 4(22* — 1)/1 — x2. (2)
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Sea y =4/1- x2 entonces (2) puede expresarse como

8y —4y—1 = 0
(2y+1)(4y*—2y—1) = 0.
desde que y es positiva entonces
14 v5
y=—F
4
con lo que
5 —
r = ZI:\'I5 \;IE
[ 8

Ahora bien, verificando estos valores en la ecuacion original se concluye que el unico valor
que es solucién corresponde a

SOLUCION 2:

Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacién y simplificando se obtiene
4(1 — 22%)/1 — 22 = 1.

: . 7
Como —1< x <1, podemos hacer el cambio de variable x = sen €, donde — —

<o<”.
2
Tenemos entonces que la ecuacidn obtenida se transforma en 4(1 — 2sen2 ej 1- sen2 6=1

0 equivalentemente, 4(20052 6 — lj cos @ =1.

Ahora, la ecuacion cubica 8 cos3 6 — 4 cos & — 1 =0 puede rescribirse como
(Zcosf + 1}{4111:529 — 2¢cosH —1)=10.
Desde que cos 6 > 0, tenemos que

145
cas @ = —
, \10 — 2+/5 . " .
Asi, se tiene que senQ:iT\/_. Solamente la solucion positiva satisface la

ecuacion con lo que se tiene _ ]
J—
v/ 10 — 24/5

N

iE =
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2

7. Suponga que a, b, ce R. Si, paratodo xe [-1, 1], |[ax“ + bx + ¢| <1, pruebe que

lex? + ba + a| < 2.
(CEQOC, 1996)

SOLUCION:
Sea f(x) = ax2 +bx+cy gx) = cx2 + bx + a. Entonces, por la hipétesis del enunciado
se tiene que
la+b+cl=|f1)| <1 la=b+e|l=|f(-1)]<1 |f(0})]<1.
con lo que
lg(x)| = r:[-.r.2—1}+{u+h+f:}1-|2-m+{u.—b+r:}|1_m:
14+ 1—x
< |<':||;r.3—1|+|r1+f)+c|| :J'I+|u—b+r:|| 2"’"
L+ |1
< la®* -1
< et -l
1+ @ 1—=
_ — 2
= 1=x" 4 2 + 2
= 2—;!?3(_:2

para todo xe [-1, 1].

8. Determine todos los enteros que satisfacen la siguiente ecuacion:
2. {4 —z) =2 4+ 4.

(Mathematical Team Contest, Baltic Way, Vilnius, November 5 — 8, 1992)

SOLUCION:

Despejando se tiene

o 22
4 —

0,

con lo que

—2 < @ <4

y, al efectuar unos calculos tenemos
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R R I
27 4-(-1) 5
1_2(n+2)
T o4-0
2=2|[1+2}
4-1

xr =1

4 2(2 4+ 2)

4 — 2
2(3 +2)
4-3

x=3 8 #

con lo cual las soluciones son 0, 1y 2.

9. Determine todas las soluciones enteras de la ecuacion
2(x + y) + a2y = 2® + y?,
con x>0, y>0.

(CEOC, 1996)

SOLUCION:
Sea y = rx con rracional. La ecuacién dada se transforma en una ecuacidén cuadratica
enr:
rie® —r(x® + 22) + (2% = 22) =0

en donde se obtiene

r= (.r +2+ =327 T 127 T 4) /20

El discriminate puede escribirse como 16 — 3(x — 2)2 y este debe ser el cuadrado de un

namero entero. Desde que x es un entero positivo las Unicas soluciones son

(x,r)=(4,1, (4, %) (2, 2). Estas producen las soluciones (x, y) = (4, 4), (4, 2), (2, 4).
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3 2

+ bx + ¢ tiene un factor de la forma x“ + px + 1.

10. Supongaque a #0y ¢ #0, yque ax

Pruebe que a2 — c2 = ab.

(CEOC, 1996)

SOLUCION:

Las condiciones dadas en el enunciado muestran que x = 0 no es una solucion.
Por otro lado, el otro factor debe ser lineal y, examinando los coeficientes, debe ser de la

forma ax + c¢. Entonces
ax’ +bhete = {;J':“g +pet+1Hae4e) = ar’ + |:r.'—|—u.]1]-:r.2 (a4 oplede.

Por identidad polinomial, comparando los coeficientes tenemos

ct+ap = 0,
atep = b
por lo que
P = _%r
asi tenemos que
1 — % = L
y, finalmente
2 z

- — o = H-ITJ.
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GEOMETRIA.

2

1. La suma de los angulos de un poligono de n lados es menor que n“. Determine el menor

valor de n que satisface dicha condicion.
(Alberta High School Mathematics Competition, Noviembre 21, 1995)

SOLUCION:

La suma de los angulos es exactamente (n — 2)180°. De donde,

n?
180 < =n-+2 4+

< n 4+ 3.
-2 n—"=2

con lo que se obtiene n > 177, por tanto el menor valor de n es 178.

2. ABCD es un cuadrado. Tres segmentos paralelos 11,17, 13 pasan por los vértices A, B, C
respectivamente. Las distancias entre /1y /2 es 5y la distancia entre /2y [3 es 7. Determine

le area de ABCD.
(The Eleventh W.J. Blundon Contest, Febrero 23, 1994)

SOLUCION:
Consideremos la figura siguiente

I

5 I3

A & i}

7 la
* F

Tracemos el segmento perpendicular a 2 que pasa por B e interseca a /jen E y a I3 en

SN

o/

F respectivamente. Sea G el punto de interseccién de /2y AD entonces, £ BAE = Z CBF y
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Z AEB =90° = £ BFC asi los triangulos BAEy BCF son semejantes. Si el lado del cuadrado es

s se tiene que

asi que, finalmente,

2 =52 472 =325 4 49 = T4.

3. La suma de las longitudes de los tres lados de un triangulo rectangulo es 18. La suma de los
cuadrados de esas longitudes es 128. Determine el area de ese triangulo.
(The Eleventh W.J. Blundon Contest, Febrero 23, 1994)

SOLUCION:
Sea a, b los catetos de dicho triangulo y ¢ su hipotenusa entonces
a? + B = 2

a+b4+e=18
a® + b* 4+ ¢* = 128,
Asi, sustituyendo la primera ecuacién en la tercera se obtiene

2¢¢ = 128
o® = 64
o= &,

Por otro lado,
a+b=10, a®+ 1 = 64,

con lo que
2ab = (a + b)? — (a® 4+ b*)
= 100 — 64 = 36

de donde, el area buscada corresponde a

1 — _ 36 __
zrj,h_ =3 =

10
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4. Dos rectangulos congruentes con medidas 3 cm x 7 cm son colocados como indica la figura.

Determine el area comun a ambos.

(Senior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda preliminar, 2000)

SOLUCION:

De acuerdo con los datos de la siguiente figura:

& .
3
i’ %,
T = g i
il
dcm # ..II.II
-
-
aplicando el teorema de Pitdgoras se tiene
r? = (T=2)243% = 49— 14w 4+ 22 +9,
20
14 = 58 ar r o= T .

. . 87
asi, el area buscada corresponde a 3x = - cm2.

11
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5. El area del menor tridngulo en la figura es 8 unidades cuadradas. Determine el area del

triangulo mayor.

2h ah

(Junior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda final, 1998)

SOLUCION 1:

La longitud de la base del triAngulo mayor es 5b, mientras que la longitud de la base del

., . . S5 a .
triangulo menor es 2b. Lo anterior nos provee la razén de sus bases en 5 Similarmente, la

. , 3 . .
razon de las correspondientes alturas es H : h=3a:2a = 5 De donde, el area del triangulo

5(3
mayores — | — | (8) = 30.
y 2(2j()

SOLUCION 2:
Sea a el &ngulo comprendido entre los lados de longitud 2a y 2b del triangulo menor (lo

sera también de los lados de longitud 3a y 5bdel triangulo mayor) con lo que, el area del

., 1 . ,
triangulo menor puede expresarse de la forma E(Za) (2b) sen & = 8, mientras que el &rea

buscada es 1 (3a) (5b) sen =§><§><l (2a) (2b) sen o = g><§><8 = 30.
2 2 2 2 2 2

12
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6. ABCD es un cuadrado cuyo lado tiene longitud s. Un circulo, centrado en A y radio r,es
trazado de modo que el arco de este circulo que se localiza en el interior del cuadrado divide al
cuadrado en dos regiones con igual area. Exprese r en términos de s.

(Saskatchewan Senior Mathematics Contest, Febrero 22, 1995)

SOLUCION:
El area del cuadrado es s2. El area del circulo es 7 r2. Un cuarto de esta area se
T r2
encuentra en el interior del cuadrado. Esta area es . Entonces, tenemos que
‘JT'J"E h‘z
4 2
252
r? =
w
con lo que, finalmente
(2
r =1/ — 5.
T

7. Tres circulos pasan por el origen de coordenadas. El centro del primer circulo esta en el
primer cuadrante, el centro del segundo circulo estd en el segundo cuadrante y el centro del
tercer circulo esta en el tercer cuadrante. Si P es cualquier punto que esta en el interior de los
tres circulos, pruebe que P esta en el segundo cuadrante.

(The Manitoba Mathematical Contest, para estudiantes de grado12, Febrero 22, 1995)

SOLUCION:
La clave esta en considerar el tercer circulo.

Si su centro esta en el tercer cuadrante y éste (el circulo) pasa por el origen entonces el Unico
punto en comudn con el primer cuadrante es el origen mismo, asi ningun punto en el interior del
tercer circulo puede estar en el interior del primer cuadrante. Similarmente ningun punto en el
interior del primer circulo puede estar en el tercer cuadrante y ningun punto del segundo circulo
puede estar en el cuarto cuadrante. De lo anterior, el resultado es inmediato.

13
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8. Suponga que a, b, ¢ son las longitudes de los tres lados de un triangulo con semiperimetro

s y area A. Pruebe que
1 1 1 &

J— i _{_.
n.+.';+r: M

(CEOC, 1996)

SOLUCION:

Sea C el angulo opuesto al lado ¢ del triangulo. Como A = %ab sen C < %ab, tenemos

1 b . . L .
que — < A Notemos que la igualdad se da unicamente si el &ngulo opuesto a ¢ es un angulo
a

recto. Similarmente, % < i y 1 < % Debe ser claro que las tres igualdades no se pueden dar
C

de manera simultanea por lo que, sumando las tres desigualdades tenemos
1 1 1 b4+ eocda &

i b o 25 A

9. El éarea total de un cilindro circular recto es numéricamente igual al doble de su volumen.
Determine las medidas del radio y la altura del cilindro sabiendo que ambas son enteras.
(Memorial University Undergraduate Mathematics Competition, Septiembre 25, 1997)

SOLUCION:
Sea r elradioy h la altura del cilindro, donde r y & son ambos enteros.

De acuerdo con el enunciado tenemos
2xrh 4+ 27r? = 27+,
de donde se sigue que h + r = rh.
Porotrolado, (r —-)(h—D)=rh—-r—-h+1=0+1=1.Asi, r—-1=1y h—-1=1 (yaque

ambos son enteros positivos), conloque r=2y h=2.

14
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10. Eltriangulo ABC es equilatero con dos lados tangentes al circulo de centro O y radio /3.

Determine el area del cuadrilatero AOCB.

(British Columbia Colleges Junior High School Mathematics Contest, Final Round 1997, Part A)

SOLUCION:

Primero unamos los puntos B y 0.Sabemos que una tangente a un circulo es
perpendicular al radio del mismo en el punto de tangencia, de aqui que los dos triangulos BOA
y BOC que se forman son triangulos rectangulos cada uno de los cuales es un triangulo
30° — 60° — 90°, con lo cual se tiene que la medida del lado BOes el doble de la medida del

lado AO. Utilizando el teorema de Pitadgoras tenemos
BAZ =(243)2 - (V3)%2 =12-3=0.
Asi, BA = BC = 3. El area del triangulo BOA es %\/53 Como esta area es la mitad del

area que buscamos entonces AOCB = 34/3.

15
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TEORIA DE NUMEROS.

1. Determine todos los a, b tales que 25 - a° = 25ab. (Aqui 25ab representa los digitos de
25- a°, no un producto.)
(CEOC, 1992)

SOLUCION:
Escribiendo el la igualdad propuesta en la forma
2500 4 ab ah
G T =g 19F 4
i 39 —4(‘3.1H-+:32.

y teniendo en cuenta que ab puede ser como mucho 98, llegamos a
78 < a® < 78,125 + 35 = 78,125 + 3,0625 = 81,1875.
Es decir, a° sélo puede ser 79, 80 u 81. Sélo 81 es una potencia de un nimero entero.
Ademas, lo es de dos formas, 92 y 34. La solucién a = 3; b = 4 no es valida pues el valor de ab

es unico y sélo coincide con la soluciéon a=9; b = 2.

2. Un hombre compr6é doce piezas de fruta (manzanas y naranjas)por 99 centavos. Si una
manzana cuesta 3 céntimos mas que una naranja, y compr6 mas manzanas que naranjas,
¢cuantas de cada compro?

(CEOC, 1992)

SOLUCION:
Llamamos x, y al niumero de manzanas y peras, respectivamente, y p al precio de una

naranja. Entonces

2 Dy — OO
{.-"-I—;!,u': 12 _ {.a'—l—;;: 12 31 + 12p =99

— — 4+ 3 =33
(p+ 3+ py = 99 - dr+plr+y) =99 - !
I Py !

r =33 — 3p
Sustituyendo, y =12 —x =12 — (33 —4p) = 4p — 21. Como comprd mas manzanas que
naranjas, 33 —4p >4p —21 = 54 > 8p = p < 6. Por otro lado, x e y deben ser positivos, por lo

que 4p —21 < 0 = p>6. So6lo puede ser p = 6, que da x = 9 manzanas e y = 3 naranjas.

16
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3. En 1732 Euler escribié: “He obtenido resultados [correctos] a partir de un teorema elegante,
de cuya veracidad estoy seguro, aunque no tengo demostracion: a" — b es divisible por el primo
n+1siniaybloson”.

(CEOC, 1992)

SOLUCION:
Basta tener en cuenta que si n + 1 no divide ni a a ni a b, entonces, por el teorema de
Fermat, tendremos que &8" = 1 (méd (n + 1) y b" =1 (méd (n + 1)), de donde

a"-b"=0 (mdd (n + 1)) por lo que &" —b" es divisible por n + 1.

4. El numero 3774 es divisible por 37, 34 y 74 pero no por 77. Determine todos los nimeros de
cuatro digitos abcd tales que sean divisibles por los nimeros de dos digitos ab, ac, ad, bd y cd
pero que no sean divisibles por bc.

(CEOC, 1995)

SOLUCION:

Las dos posibles soluciones son 1995 y 2184. Veamos, sea N = abcd = 100 (ab) + cd
divisible por ab entonces, cd debe ser divisible por ab esto es cd = k(ab) donde k < 10 es un
entero positivo. Desde que N es divisible por cd, también lo debe ser 100 (ab). Se sigue que k
es divisor de 100. En tal caso, k solo puede ser uno de los nimeros 1, 2, 4 y 5. Ahora,
efectuando unos pequenos célculos aritméticos, se obtiene que solamente 1995, 2184 y 3774

satisfacen las condiciones indicadas.

17
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5. Si Nes impar, ¢cuantas soluciones tiene x* — y? = N?

(CEOC, 1992)

SOLUCION:

Teniendo en cuenta que X¥* — ) = (x + y)(x — y), para cada descomposicién N = m - n,

r+y=m
r—y=n

Al ser N impar, también lo serian my n, y el sistema tendra una unica solucion entera, de

estudiamos el sistema

la forma

L1 \ _ 1
r=gzlm+n),y=3zm-—n).
Mas aln, suponiendo que

1 1 1
123[:?31 + 5'31).3[:?31 —ny)) = [;[mg + 719 ). 3[:?32 —ng ).

facilmente llegamos a my = m» y ny = n,, es decir, cada sistema produce soluciones diferentes.

¢ Cuantas descomposiciones N = m - n podemos hacer? Si s6lo contamos los my n
positivos, habra la mitad de d(N), pero si contamos las posibilidades negativas, el resultado es
2 -d(N).

NOTA: La expresion d(N) se refiere a la cantidad de divisores positivos del nimero N.

18
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FUNCIONES O SUCESIONES.

1. Determine todas las sucesiones pj < p2 <--- py de numeros primos diferentes tales que

1 ’ 1 ’ 1
(45) () (0)
" X Pz X *n
€s un entero.
(CEQC, 1995)

SOLUCION:
Si el producto que se considera es un entero, entonces pp | (pj +1) para algin

ie{l,2 .. n-1} Desde que p;j +1< py, se deduce que p; = p; +1, lo que a su vez implica

que p;j =2y pp =3.Asi,n=2, p1 =2, p2 =3. Estoes, (1+%)(1+%j:2.

2. Considere la funcién f(x) = cx
2x+3

3 .
, X # - Determine todos los valores de ¢ para los

cuales f(f(x)) = x.
(The Eleventh W.J. Blundon Contest, Febrero 23, 1994)

SOLUCION:

Flflx)) = ..
T (=) + 3

y
fle) # =3/2 1.e. t:;i"-f{?;h +3) # =3/2, 2 # —9;’{6 + Z2e).
para estos valores excluidos se tiene que f(f(x)) = x nos produce

o [ o] \b
“\ Za43 )
S

2(525) +3

asi,
= #(2ca + 3(2x + 3))
Ar = 2ex? + G + 9

2

por identidad polinomial se tiene que ¢= =9y 2¢ =6, conlo que ¢ =3.

19
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3. Sea {4y [ una sucesion definida de la siguiente manera

-!‘1-2
Ant1 + Gpo1 = | — | dn. n = 1.

e -

a

al

a

al

pruebe que si > 2, entonces > n.

(CEOC, 1996)

SOLUCION:

Por la desigualdad triangular tenemos que

|ang1]| + |@n-1] = |@ng1 + an—1| = :::—:an = T2 |an| = 2|an.|
Por otro lado, tenemos
lant1] — |an| = |an| — |an—-1],
y por consiguiente
lan| = |an=1] Z |tn-1| = |an—z| =+ = [az]| = |a1] = |a4]

asi, tenemos que

n
|an| = |a,| = Z (lag| = lak—1]) = (n = 1)|a,]|

k=2
de donde se sigue que
|an| = nl|aq],
0 equivalentemente

in

= g,

20
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4. Determine todas las funciones f: R — R talque f(x)<xy f(x+y) < f(x)+ f(y) para

todos los nUmeros reales x y y.
(CEOC, 1998)

SOLUCION:
Tenemos que

fla)
fla+y)

< e, (1)
< fle)+ fly). (2)

Sean x =y =0 en (2). Obtenemos f (0) <27 (0) lo cual implica que 0 < f(0). Pero para
x =0 en (1), tenemos que f(0) <0 asique f(0)=0.

Ahora, tomemos y =—x en (2) para obtener f(0) < f(x) + f(—x) para todo x real. Lo
anterior es equivalente a — f (x) < f (—x). Pero f(-x) <—x por (1) asi que — f(x) < —x lo que
implica que f(x)> x para todo x real. Al combinar este ultimo resultado con (1) se concluye
que f(x)=x paratodo x real. Ahora, se puede verificar facilmente que esta funcién satisface

las dos condiciones del enunciado.

5. Si f(x) es un polinomio tal que f(x* + 1) = x* + 5x° + 3 entonces, determine f(x*— 1).
(Taller de preparacién # 1 para grado 11, Universidad de Antioquia, Colombia, 2005)

SOLUCION:

Sustituyamos xpor +/x —1 en f(xX*+ 1) = x* + 5x° + 3 asi obtendremos:

f(x)=(x—1)2+5>x-1)+3 (1)
Ahora bien, sustituyamos en (2) la x por X — 1 y se tendra:
fE=1)=(F=1-1)2+5x*-1-1)+3
es decir
fE—-1)=(*-22+5>x*-2) +3

de donde

f(xF—1)=x*"-4x"+4+5x¥-10+3=x"+x*-3
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Problemas de Competencias no Olimpicas.

Miguel Angel Arias Vilchez
Giovanni Buckcanan Aguilar
Kendrick Mitchell Maturin
Mauricio Rodriguez Mata

Esta columna consistira en 30 ejercicios propuestos que se separaran por categorias
(Algebra, Geometria, Teoria de Nimeros y Funciones o Sucesiones) y de menor a mayor nivel
de dificultad. Es importante destacar que el nivel de dificultad en que se ordenaran los
ejercicios de cada categoria es valorado por nosotros (los editores) de acuerdo a criterios
establecidos pero ello no significa que esta valoracion pueda ser diferente para el estimable
lector.

Por otro lado, la solucién de los mismos se presentara hasta la proxima edicién con la
finalidad de que nuestros lectores participen activamente enviandonos soluciones y / o
comentarios que puedan enriquecer la discusién de cada ejercicio. Sin embargo, de no darse
esa participacién en algunos ejercicios, se publicara, al menos, una solucién oficial brindada por

los encargados de esta seccion.

ALGEBRA.

1. El producto N de tres enteros positivos es seis veces la suma de ellos. Uno de los enteros
es la suma de los otros dos. Determine la suma de todos los posibles valores de N.
(AIME, 2003)

2. Lasraices de x4 —x3 —x2 —1=0 son a, b, ¢, d.Determine p(a) + p(b) + p(c) + p(d),donde

p(x)=x6—x5—x5—x2—x.

(AIME, 2003)
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logpps5 x +logeq y =4
3. Las soluciones del sistema son (x1,y1) y (x2 ., y2).
log 225 — logy 64 =1

Determine log 5 (x1y1x2y2),

(AIME, 2002)

3 )2000

4. m, n son primos relativos. Los coeficientes de x2 y x° enlaexpansion de (mx + n

son iguales. Determine m + n.

(AIME, 2000)

, . 1 1 :
5. x, y, zson numeros reales positivos tales que xyz =1, x + — =5, y + — = 29. Determine
Z X

1
Z+—.
y

(AIME, 2000)

3 2

6. Lasraicesde x° +3x“ +4x—-11=0 son a, b, c. La ecuacién conraices a +b,b+c,c + a

es x3 + rx2 + sx +t = 0. Determine .

(AIME, 1996)

7. m, n son enteros positivos tales que mn + m + n =171, mn + mn? = 880, determine

m2 + I’l2

(AIME, 1991)

8. Determine la solucién positiva de ! + ! == ! .
—10x — 69

x2 —10x—45 x2—-10x—29 x

(AIME, 1990)

2 2 3 3 4 4

9. Los numeros reales a,b, x, y satisfacen ax+by=3,ax“ +by“ =7,ax” +by~ =16,ax " +by~ =42.

5 5

Determine ax~ + by~.

(AIME, 1990)

1

2001
10. Determine la suma de las raices de x2001 + (5 - xj

(AIME, 2001)
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GEOMETRIA.

1. Los puntos A y C estan sobre la circunferencia de centro O y radio +/50. El punto
B, interior al circulo, es tal que ZABC =90°, AB = 6, BC = 2.Determine OB.

o &
~
f,,e o A

& -

- Y

J n

, L
_I-I !.I
; [
H 1
i L9
1 1
I i
! I
| o .
] H
3 B /cC

L

b e

-\.\. -
- -

(AIME, 1983)

2. AB =12. Elcirculo de centro A y radio 8, y el circulo de centro By radio 6 se intersecan en
P (y otro punto). Una recta que pasa por P interseca a los circulosen Q y R(con Q en el

circulo mayor), tal que QP = PR.Determine QP2.

(AIME, 1983)
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3. ABCD es un cuadrado de lado 6v2. EF es paralelo al cuadrado y tiene longitud 124/2. Las
caras BCF y ADE son equilateras. Determine el volumen del s6lido ABCDEF.

F

(AIME, 1983)

4. La cuerda CD es perpendicular al diametro AB y se intersecan en H. Las distancias AB y
CD son enteras. La distancia AB tiene dos digitos y la distancia CD es obtenida invirtiendo los
digitos de AB. La distancia OH es racional. Determine AB.

I=
T
- ]

D --\"‘"\--\.__ _____ _F__..-"
(AIME, 1983)
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5. BCes una cuerda de longitud 6 de un circulo de centro O y radio 5. A es un punto en la
circunferencia mas cercano a B que a C tal que existe una cuerda AD la cual es bisecada por
BC.Determine sen £ AOB.

(AIME, 1983)

6. P es un punto en el interior del triangulo ABC. Se trazan tres segmentos que pasan por Py
que son paralelos a los lados del triangulo. Las areas de los tres triangulos resultantes con un
vértice en P tiene areas 4, 9y 49. Determine el area de ABC.

(AIME, 1984)

7. Eltetraedro ABCD es tal que AB = 3, (ABC) = 15, (ABD) = 12 y el angulo entre las caras
ABC y ABD es 30°. Determine su volumen.
(AIME, 1984)

8. El triangulo ABC es tal que £ B = 90°. Cuando éste es rotado sobre AB se obtiene un cono
cuyo volumen es 800 n. Cuando es rotado sobre BC se obtiene un cono cuyo volumen es 1920

n. Determine la longitud de AC.
(AIME, 1985)
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9. ABCD es un cuadrado de lado 1. Los puntos A', B', C', D' son dados sobre los lados AB, BC,
CD, DA respectivamente tales que AA/AB = BB'/BC = CC'/CD = DD'/DA = 1/n. La “tira”
encerrada por las lineas AC'y A'C interseca a la “tira” encerrada por las lineas BD'y B'D en un

cuadrado de area 1/1985. Determine n.

(AIME, 1985)

10. ABCD es un trapezoide con AB paralelo a CD, AB = 92, BC = 50, CD = 19, DA =70. P es
un punto sobre el lado AB tal que un circulo con centro P es tangente a AD y BC. Determine
AP.

(AIME, 1992)
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TEORIA DE NUMEROS.

1. ¢, Cudl es el residuo de dividir 6% + 8% por 49 ?
(AIME, 1983)

2. ¢Cuantos numeros de cuatro digitos, cuyo digito de las unidades de millar sea uno, tienen
exactamente dos digitos iguales ? (por ejemplo 1447, 1005 6 1231)
(AIME, 1983)

3. Determine el menor entero positivo n tal que todos los digitos del nimero 15n sean 8 6 0.
(AIME, 1984)

4. Un numero “Simpatico” se define como el producto de sus divisores propios (los divisores

propios de un numero son los divisores positivos de un nimero excluyendo al 1 y él mismo).
Determine la suma de los primeros diez nimeros simpaticos.

(AIME, 1987)

5. Determine el mayor entero k tal que 3'! es la suma de k enteros positivos consecutivos.
(AIME, 1987)
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FUNCIONES O SUCESIONES.

1. Sean x1=97,xp =3,x3 :i,x4 =i, ey, X8 =i. Determine xjxp ---xg.
X1 X2 X3 X7

(AIME, 1985)

2. Lasucesion ay, ap, -+, agg satisface a;, 1 =a, +1 para n=1,2,---,97y susuma es 137.

Determine ap + a4 + ag + -+ + agg.

(AIME, 1984)

3. Lasucesion xi, x2, -+, X100 tiene la propiedad de que, para cada k, x; es k veces menor

que la suma de los otros 99 numeros. Determine x5.

(AIME, 2000)

4. Lafuncion f satisface f(x) + f(x—1) = x2 para todo x,si f(19) =94, determine el residuo
de f(94) cuando es dividido por 1000.
(AIME, 1994)

5. Lafuncién f(m,n)definida para enteros positivos m,n satisface

f(mym)=m

f(m,n) = f(n,m)

f(m,m+n) = [1 + %j £(m,n)

Determine f(14, 52).
(AIME, 1988)
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4. CURIOSATO.

Miguel Angel Arias Vilchez
Giovanni Buckcanan Aguilar
Kendrick Mitchell Maturin
Mauricio Rodriguez Mata

Esta columna tiene como finalidad mostrar ejercicios de preparacion o competencia

olimpicas en fases iniciales que se desarrollan en otros paises.

Estos tipos de ejercicios son de seleccién Unica y se procurara brindar la solucion de
todos los ejercicios que se propongan. Es importante hacer notar que los mismos pueden servir
de preparacién para estudiantes que participan en los distintos niveles de la Olimpiada

Costarricense de Matematica.

Continuamos con ejercicios correspondientes a los Problemas Introductorias de la

Olimpiada Sonorense de Matematica, estado de la Republica de México.

Problema 76. Si el paralelogramo ABCD tiene 4area 1 m? y los puntos M y N son los puntos
medios de los lados AB y CD respectivamente, ¢Qué area tiene la regién sombreada?

A M B

D N c

(@) 3/12 (b) 1/3 (c) 5/12 (d) 1/2 (e) 7/12

Problema 77. Dos ciclistas recorren una pista cuadrada en direcciones opuestas. Partiendo de
una esquina al mismo tiempo, la primera vez que se encuentran es en otra esquina y la
segunda en una esquina distinta de las anteriores. Si ambos van a velocidad constante la razén

de las velocidades es:

(@) 1:2 (b) 1:3 (c)1:4 (d) 2:3 (e) 3:4

30



Sociedad RAMAMSEM

Problema 78. Luis Miguel compr6 una bolsa con 2000 caramelos de 5 colores; 387 de eran
blancos, 396 amarillos, 402 rojos, 407 verdes y 408 cafés. Decidié comerse los caramelos de la
siguiente forma: Sin mirar sacaba tres de la bolsa. Si los tres eran del mismo color, se los
comia, si no, los regresaba a la bolsa. Continué asi hasta que sélo quedaron dos caramelos en

la bolsa. ¢De qué color eran?

(a) Blancos (b) Amarillos (c) Rojos (d) Verdes (e) Cafés

Problema 79. En un triangulo ABC, siete segmentos paralelos al lado BC y con extremos en
los otros dos lados del triangulo dividen en 8 partes iguales al lado AC. Si BC = 10, 4cual es la
suma de las longitudes de los siete segmentos?

(a) Faltan datos (b) 50 (c) 70 (d) 35 (e) 45

Problema 80. Un cuadrado de lado 2+2 se "redondea" afadiéndole un marco de 2 cm de
ancho (en las esquinas se han puesto cuartos de circulo). Una rueda de radio 1 cm se desplaza
a lo largo del cuadrado redondeado (siempre tocandolo). Cuantas vueltas completas dara la
rueda alrededor de si misma antes de completar una vuelta alrededor del cuadrado

redondeado?
Cx
[ 2 "\
P —— .
: 2 :

_ _________ -

U 4
(@) 3 (b) 6 (c) 8 (d) 10 (e) 12
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Problema 81. Una pedazo rectangular de piel magica se reduce a la mitad de su longitud y a la
tercera parte de su ancho después de cumplirle un deseo a su duefo. Después de tres deseos

tiene un area de 4 cm?. Si su ancho inicial era de 9 cm, 4 cuél era su largo inicial?

(a) Faltan datos (b) 96 cm (c) 288 cm (d) 32 cm (e) 144 cm

Problema 82. En un campamento de verano 96 nifios van a separarse en grupos de forma que
cada grupo tenga el mismo numero de nifios. ;De cuantas maneras puede hacerse la

separacioén si cada grupo debe de tener mas de 5 pero menos de 20 nifios?

(a) 10 (b) 8 (c)5 (d) 4 (e) 2

2000
5

Problema 83. Si haces la division de 1 entre , ¢scual sera el ultimo digito que aparezca

antes de llegar a puros 0's?

(@) 2 (b) 4 (c) 6 (d)8 (€)5

Problema 84. ; Cudl de los siguientes nimeros es mas grande?
(a) 2™ (b) 4™ (c) 8" (d) 128 (e) 32°
21998 X 52002?

Problema 85. ; Cuantas cifras tiene el numero

(a) 1999 (b) 2000 (c) 2001 (d) 2002 (€) 2003
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Problema 86. Omar le da a cada uno de sus libros una clave de tres letras utilizando el orden
alfabético: AAA, AAB, AAC,... AAZ, ABA, ABB, etc. Considerando el alfabeto de 26 letras y

que Omar tiene 2203 libros, ¢ cual fue el ultimo cédigo que Omar utilizé en su coleccion?

(a) CFS (b) CHT (c) DGS (d) DFT (e) DGU

Problema 87. Se escriben los numeros enteros del 0 al 2000 y se dibujan flechas entre ellos

con el siguiente patron:

—_— =

o Wbt e b

= —

y asi sucesivamente. ¢ Cudl es la sucesion de flechas que llevan del 1997 al 20007

@ V' ow/v_ v !

> ) e

Problema 88. Un pastel tiene forma de cuadrilatero. Lo partimos por sus diagonales en cuatro
partes, como se indica en la figura. Yo me comi una parte, y después pesé las otras tres: un
pedazo de 120 g, uno de 200 g y otro de 300 g. ¢ Cuanto pesaba la parte que yo me comi?

B
A -
120 < 300
200
B c
(a) 120 (b) 180 (c) 280 (d) 330 () 550
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Problema 89. Tomando tres vértices cualesquiera de un cubo se forma un triangulo. Del total

de triangulos que pueden formarse de esa manera, jcuantos son equilateros?

(a) 4 (b) 8 (c) 16 (d) 48 (e) 56

Problema 90. En la figura, a,b,c,d,e y f son las areas de las regiones correspondientes. Si
todos ellos son numeros enteros positivos diferentes entre si y menores que 10, cada triangulo

formado por tres regiones tiene area par y el area de la estrella completa es 31, el valor de f es:
;-4
(@)3 (b) 4 (c) 5 (d) 6 (e) 7

Problema 91. El circulo €de la figura tiene centro O y su didmetro mide 3. Los segmentos AT y
RS son diametros perpendiculares del circulo. La recta £es tangente al circulo en el punto T; B
es la interseccién de la recta £con la recta AR. Calcular el area de la region sombreada

(delimitada por los segmentos BR y BT y el arco de circulo de RT.)

(@)37/2 - 9/16 (d)& (€)27/8 - 9/16
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Problema 92. En la siguiente figura ABC es un triangulo con AB = AC y D un punto sobre CA
con BC = BD = DA. El valor del angulo ABD es:

A

B C
(a) 30° (b) 36° (c) 40° (d) 45° (e) 60°

Problema 93. En la figura, cada lado del cuadrado mas pequefio mide 3 y cada lado del

cuadrado mas grande mide 6, ¢ cual es el area del triangulo sombreado?

Problema 94. Edgar y Raul apostaron segun las siguientes reglas: Van a lanzar un dado normal
(con los numeros del 1 al 6 en sus caras) y una moneda (con los numeros 1 y 2 marcados en
sus caras). Después multiplicaran el nimero que salga en el dado con el que salga en la
moneda. Si el resultado es par gana Edgar, y si es impar gana Raul. ;Qué probabilidad de

ganar tiene Edgar?

() 1/2 (b) 1/3 (c) 2/3 (d) 3/4 (e) 5/6
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Problema 95. ;Cuantas formas hay de llegar de A a B si no se puede pasar dos veces por el

mismo punto?

Problema 96. Si x>+ y* = 6xy, con x # y, ;a qué es igual (X + y)/(x - y)?

() 1 (b)v2 (c)v3 (d)2 (e) Vo

Problema 97. En un cuadrado ABCD de lado 1 esta inscrito un triangulo AEF de tal forma que
E esta sobre BC y F esta sobre CD. Las longitudes de los lados AE y AF son iguales y son el
doble de la longitud del lado EF. Calcular la longitud de EF.

@ -2y, o @Yy, @VBR2  (eVa-VE

Problema 98. En la figura, AB es el arco de un circulo centrado en C, BC es el arco de un
circulo centrado en A, AC es el arco de un circulo centrado en B. Si la recta AB mide 1, ;Cual
es el area de la figura?

C

(@)2v2+5//3 (b)37-4/3/2 (c)=(+/3+5) (d)(™-+/3)/2 (e)(=-5+3/2)

36



Sociedad RAMAMSEM

Problema 99. ;Cuél es el area del triangulo ABC, si AD = BD = DE, EF = 2AD, CF = 3AD y el
area de ADE =17

(@) 4.5 (b) 6 (c) 8 (d) 9 () 12

Problema 100. Encontrar el valor de xyz donde x,y,z son numeros positivos que satisfacen el
siguiente sistema de ecuaciones:
X*+'y+2=9

x*+'y-2=3

(@) 1/15 (b) 1/3 (c) 1/2 (d) 3 (e) 4
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5. Solucion al CURIOSATO

Miguel Angel Arias Vilchez
Giovanni Buckcanan Aguilar
Kendrick Mitchell Maturin
Mauricio Rodriguez Mata

A continuacién brindamos la solucién al CURIOSATO de esta edicion.
Les recordamos que las soluciones que se brindan en esta columna solamente son unas guias
de solucién y que no pretenden, de ningun modo, limitar la riqueza e inventiva de solucion a

ejercicios de esta naturaleza.

Solucion 76.

Si XYZ es un triangulo, denotemos su area como (XYZ). El triangulo ADO es semejante al
triangulo ONP en razén 1:2, asi OD = 20P. Como los triangulos ODN y ONP comparten la
altura trazada desde el vértice N, entonces (ONP) = 1/2 (ODN). Por el mismo argumento
1/2 (ODN) = (ADO). Luego entonces (ADO) + (ONP) = 5/6 (ADN) = 5/6(1/4) = 5/24.
Analogamente el area de la region sombreada en el paralelogramo MBCN también es 5/24, y el

total del area sombreada es 2(5/24)=5/12. La respuesta es (c).

A M B

Solucion 77.

Llamemos a los ciclistas A y B. Si el ciclista A se encuentra con el ciclista B en la primera
esquina a la que llega una vez iniciado su recorrido, significa que B recorri6 tres lados del
cuadrado mientras A recorrié uno, y la razén entre sus velocidades es 1:3. Si se encuentran en
la segunda esquina a partir de que A inici6 su recorrido, entonces la velocidad de A es la misma

que la de B (recorrieron la misma distancia en el mismo tiempo), pero la tercera vez se
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encontrarian en la misma esquina donde empezaron, lo cual no puede ser. Por el mismo
razonamiento del primer caso, si se encuentran en la tercera esquina a la que llegd A, la razén

entre sus velocidades es 1:3. La respuesta es (b).

Solucién 78.
Como se comié los dulces de 3 en 3, sélo pueden quedar dulces de aquéllos de los que
originalmente no habia una cantidad multiplo de 3: los verdes. La respuesta es (d).

Solucién 79.

Tracemos por A una paralela a BC y por B una paralela a AC. Si D es su punto de interseccion,
cada uno de los segmentos paralelos a AC que se han dibujado son del mismo tamano. La
suma de las longitudes de los segmentos paralelos dentro del triAngulo ABC es igual a la suma
de las longitudes de los segmentos paralelos dentro del triangulo ABD. Asi, la suma de los

segmentos en un solo triangulo es igual a (7x10)/2 = 35. La respuesta es (d).
A D
C B

El perimetro del cuadrado redondeado es 4 x 27 + (4 x 27 x 2/4) = 127, y esto es 6 veces el

Solucién 80.
perimetro de la rueda, que es de 2=. La respuesta es (b).

Solucién 81.

Cada vez que se concede un deseo el pedazo de piel se reduce a 1/6 de su area. Después de
conceder 3 deseos, el pedazo de piel tiene un area de 1/6 x 1/6 x 1/6 = 1/216 veces el area
original. Al principio, el pedazo de piel tenia un area de 4 x 216=864 cm?, y como se trataba de

un rectangulo donde una arista media 9 cm, la otra media 96 cm. La respuesta es (b).
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Solucion 82.
Observemos que 96 = 2° x 3. Entonces los Unicos divisores de 96 que estan entre 5y 20 son 2
x 3 =6, 22 x 3=12, 2°=8 y 2*=16. Por lo tanto sélo podemos hacer equipos de cuatro maneras

diferentes. La respuesta es (d).

Solucién 83.
Dividir 1 entre 5%°® es lo mismo que calcular (1/ 5)2°° = (0.2)2*°®°_ Al elevar 0.2 a alguna

potencia, observemos el comportamiento de su ultima cifra:

02)=..2
(0.2)°=..4
(0.2°%=..8
(0.2)*=...6
02)°=..2

La secuencia se repite en lo sucesivo cada 4 nimeros y, como 2000 es multiplo de 4, es facil

observar que la ultima cifra no cero en la divisiéon sera 6. La respuesta es (c).

Solucion 84.

Tenemos que

El méas grande es 8'". La respuesta es (c).
Solucion 85.

Agrupemos todos los 2's y los 5's que podamos:2'9% x 529%2=(2 x 5)1998 x 5%=625 x 10'%%. La

respuesta es (c).
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Solucién 86.

De la A a la Z, en orden, hay 26 letras, asi que de AAA a AAZ hay 26 cédigos (AAZ es el
namero 26). De la misma manera, de AAA a AZZ hay 26 x 26 = 676 cddigos. Podemos ver que
2203 = 676 x 3 + 175, asi que aun nos faltan 175 cddigos después de CZZ, que es el cddigo
3 x 26 x 26 = 2028. Como 175 =6 x 26 + 19, después de DFZ (que es el cédigo 626 + 26 x 6)
nos faltan aun 19 cédigos, asi que la etiqueta es DGS. La respuesta es (c).

Solucion 87.
La sucesién de flechas es periddica y se repite cada 6 numeros. Tenemos que
1997 = (6 ... 332) + 5, asi es que la sucesiéon de 1997 a 2000 es la misma que de 5 a 8. La

respuesta es (e).

Solucién 88.
Para un triangulo XYZ, denotemos su area por (XYZ). Tenemos entonces que
(BAP) / (BCP)=AP xh/PCxh=AP/PC
(DAP) / (CDP) = AP xh/PCxh=AP/PC
(DAP) / (CDP) = (BAP) / (BCP), de donde (BAP) / 120 = 300 / 200 vy
(BAP) =180

La respuesta es (b).

Solucion 89.

Observemos que los lados de los triangulos que se forman al tomar tres vértices, s6lo pueden
ser aristas del cubo, diagonales de alguna cara o diagonales del cubo. Es facil observar que
todos los tridngulos que tienen a una diagonal del cubo como uno de sus lados son rectangulos
(y por lo tanto no son equilateros). Por otra parte, los triangulos que tienen aristas como dos de
sus lados (a partir del mismo vértice) también son rectangulos. Fijandonos ahora en las
diagonales de caras, observemos que los unicos triangulos equilateros se forman con las
diagonales de tres caras que coinciden en un vértice y que no pasan por é€l, y habra tantos

triangulos equilateros como vértices tiene el cubo: ocho. La respuesta es (b).
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Solucién 90.

Comoa+f+despar,yb +f+des par también, tenemos que ay b son los dos pares o los
dos impares. Usando el mismo argumento, llegamos a que a, b, ¢, d y e tienen la misma
paridad. Asi f tiene que ser par, puesto que a + d es par (suma de dos pares o de dos impares).
Luego a, b, ¢, d y e tienen que ser impares porque la suma de las areas es 31. Entonces a, b,
c, d y e son los numeros del 1 al 9 en algun orden, y f = 31-1-3-5-7-9=6. La respuesta es (d).

Solucion 91.
Los triangulos ABT y ARO son semejantes en razén 2:1 pues O es el punto medio de AT, y RO
es paralela a BT; asi, como en el triangulo ARO los lados AO y RO son iguales, también lo son
sus correspondientes en el triangulo ABT, es decir, BT = AT; por tanto BT = 3. El area
buscada es:

area (ABT) - area (ARO) - 1/4 &rea (€ = 3 x 3/2 - (3/2 x(3/2)/2) - 1" /4 x (3/2)°=27/8-°"/16.
La respuesta es (e) .

Solucion 92.

El triAngulo ABC es isésceles y :ABC = :ACB. Como el triangulo BCD es is6sceles también,
:ABD = sBDA. Como BCD es isésceles también, y usando que la suma de los angulos
internos de un triangulo es 180° tenemos :BCD = :BDC =180° — BDA = :ABD + :BAD
=2 ¢+ABD. Luego 5: ABD = 180° y :ABD = 36°. La respuesta es (b).

Solucion 93.
Observemos que el triangulo ABO es semejante al triangulo DCO en razén 2:1 (AB = 2CD).
Entonces AO = 2DO, pero como AO + DO = 6, tenemos que AO = 4. Por lo tanto el area del

triangulo sombreado es (AB x AO)/2= 6 x 4/2=12. La respuesta es (c).

A B
6
3 O
¢ 3 D 6
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Solucién 94.

Si alguno de los nimeros que salen (o en el dado o en la moneda) es par, el resultado es par.
Hay probabilidad de 1/2 de que salga el 2 en la moneda, y la probabilidad de que si salga 1 en
la moneda y un namero par en el dado es de 1/2 x 1/2 = 1/4. Asi, la probabilidad de que gane
Edgar es 1/2 + 1/4 = 3/4. La respuesta es (c).

Solucién 95.

Representemos cada camino como una cadena de letras. Asi, el camino ACEDB es el que
recorre los segmentos AC, CE, ED y DB. Todas las cadenas deben empezar en A y terminar en
B, y tienen a lo mas 5 letras (no se puede pasar por el mismo vértice dos veces). Hay una sola
cadena de dos letras que representa un camino valido: AB. Hay 3 cadenas de tres letras que
representan caminos validos: ACB, ADB, AEB. Los caminos que pasan por cuatro vértices son
de la forma A _ _ B, donde hay 6 opciones para poner en lugar de las lineas: CD, DE, CE, DC,
ED y EC. Por la misma razén, pasando por los cinco vértices hay tantos caminos como cadenas
diferentes con tres letras distintas: CED, CED, EDC, ECD, DEC y DCE. En total son

1+ 3 + 6 + 6 = 16 formas. La respuesta es (C).

E

L

Solucion 96.
Tenemos que (X + y)? = x>+ 2xy + y* = 8xy, asi que, despejando, x + y =vV&¥

De la misma manera, de (x - y)?= x*- 2xy + y* = 4xy obtenemos x + y = V¥

Entonces (x + y)/(x - y)=V%¥ //izy Vi =V2. La respuesta es (c).
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Solucion 97.

Tenemos que BE = 1 - EC, FC = EC y AE = 2EF. Aplicando el Teorema de Pitdgoras en EFC
obtenemos EF? = EC? + EC?, de donde EC = (1/+/2)EF. Apliquemos el Teorema de Pitagoras al
triangulo ABE y sustituyamos el valor de EC que acabamos de obtener:
(2EF)? = 1+(1-EC)?
4EF?=1+1- 2EC + EC*= 2 -2 EC + EC?
=2- 2((1/ﬁ)EF)+1/2 x EF? 7/2 EF*+ VZEF -2 =0
Resolviendo obtenemos EF = 1/7(-v/2 £+ +30). Como EF es una longitud, tomamos el valor

positivo en la raiz y, por lo tanto EF = 1/7(-v/2++/30). La respuesta es (c).

A B
E
D P C

Solucion 98.

Los tres arcos fueron trazados con el mismo radio, luego el tridngulo ABC es equilatero de lado
1. Como en el triangulo equilatero todos los angulos son iguales a 60° entonces tenemos que el
area del sector CB es una sexta parte del area del circulo, es decir, (* r?)/6=7/6; analogamente
las areas de los sectores AB y AC son 7/6, respectivamente. El area de la figura es la suma del
area de los tres sectores menos dos veces el area del triangulo ABC. La altura del triangulo
ABC es v3/2, entonces su area es bh/2=(1 x (v3/2)/2=+3/4 Por lo tanto, el area de la figura es:
A = 3(7/6) - 2(v3/4) = ( =- V/3)/2. La respuesta es (d).
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Solucion 99.

El area del tridngulo ADE es 1. La altura trazada desde el vértice A de los triangulos ADE vy
AEF es la misma, pero la base del triangulo AEF es el doble de la base del triangulo ADE, por
lo tanto, el area del triangulo AEF es 2.

Analogamente, la altura del triangulo ADE es igual a la altura del triangulo AFC y, como la base
del triangulo AFC es el triple de la base del triangulo ADE, el area del triangulo AFC es 3. El
area del triangulo DBE es igual al area del triangulo ADE ya que tienen la misma base y la
misma altura. De la misma manera que en los casos anteriores, las areas de los triangulos BEF
y BFC son el doble y el triple, respectivamente, del area del triangulo BDE; entonces tenemos
que el area del triangulo ABC =2 x 1+2 x 2+2 x 3=12. La respuesta es (e).

Solucion 100.

Sumando las dos Ultimas ecuaciones obtenemos 2x°=8, de donde x = 2. Sumando la primera y
tercera ecuaciones tenemos que 2x° + 2z = 9. Sustituyendo el valor de x y despejando llegamos
a z = 3. Sustituyendo x y z en la segunda ecuacion, tenemos que y = 1/2. Por lo tanto xyz = 3.

La respuesta es (d).
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6. Solucion a los problemas anteriores de la columna
“Olimpiadas alrededor del mundo”.

Randall Godinez.

Arlene Martinez.
Melissa Ramirez.
Carlos Rodriguez.

Presentamos, a continuacion, la solucion de los diez problemas presentados en esta
misma columna pero de la edicién anterior. Hemos procurado adjuntar varias soluciones a los
problemas con el fin de hacer notar que los mismos pueden ser enfocados y resueltos de
diversas formas y que ello es lo que se busca en las competencias olimpicas: favorecer el pleno
desarrollo de la creatividad del participante al momento de enfrentar los problemas y de ninguna

manera encajonar su pensamiento.

Al mismo tiempo que se presenta una solucién a determinado problema se advierte,
cuando ello lo amerita, la teoria que se esta aplicando en la solucién del mismo con el fin de
que se cuente con todo el marco teérico que se requiera para poder resolver otros problemas
que puedan ubicarse en la misma categoria o bien que puedan reducirse a ellos.

Cuando se indigue que la solucion es oficial lo que se pretende indicar es que esa es la
solucién que se dio en la competencia sefalada por parte del comité organizador o bien de su
proponente.

Recuérdese que ningun problema esta completamente cerrado por lo que se les solicita
a nuestros estimables lectores que nos envien sus comentarios 0 sugerencias que tengan a

esta columna en particular mediante alguno de los correos indicados en la presentacion.

Pues bien, veamos las soluciones de la columna anterior !!
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1. Sobre una mesa hay 1999 fichas que son rojas de un lado y negras del otro (no se
especifica cual de sus dos lados esta hacia arriba). Dos personas juegan alternadamente. Cada
persona en su turno hace una de las siguientes cosas:

(i) Retira un numero cualquiera de fichas, con la condicién de que todas las fichas retiradas
tengan el mismo color hacia arriba,

(i) Voltea un numero cualquiera de fichas, con la condicion de que todas las fichas tengan el
mismo color hacer arriba. Gana el que toma la ultima ficha. ¢ Cual jugador puede asegurar que
ganard, el primero en jugar o el segundo?

(Décima Tercera Olimpiada Nacional de Matematicas, Oaxaca, México, noviembre de 1999)

SOLUCION OFICIAL:

El primer jugador tiene estrategia ganadora. Como 1999 es impar, el numero de fichas
con el lado rojo hacia arriba y el nimero de fichas con el lado negro hacia arriba son distintos.
Entonces, el primer jugador en su turno puede hacer que el numero de fichas rojas sea igual al
namero de fichas negras quitando de las que haya mas. No importa qué haga el segundo
jugador, dejara cantidades diferentes de fichas rojas y negras. Después el primer jugador vuelve
a hacer que haya el mismo numero de fichas rojas que negras. Como al segundo siempre le
toca jugar cuando hay la misma cantidad de rojas que negras, no puede evitar dejar cantidades

diferentes de fichas rojas y negras, por lo tanto gana el primero.
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2. Hallar todos los numeros naturales de 4 cifras, escritos en base 10, que sean iguales al cubo
de la suma de sus cifras.

(XXXIV Olimpiada Matemética Espafola, Fase nacional 1998 (Tarazona))

SOLUCION OFICIAL:
Sea n un numero verificando el enunciado, y s la suma de sus cifras.
Como 1000 <n <9999y n=s>, resulta 11 <s <21 (1)
Si n = xyzt, tenemos:
1000x + 100y + 10z +t=s®>  (2)
X+y+z+t=s
restando queda:

999x + 99y +9z =5°-s (3)

cuyo segundo miembro ha de ser multiplo de 9 (por serlo el primero) y, habida cuenta de que
s?-s=(s-1)s (s + 1)y por (1), sélo hay tres valores de s° - s que son mlltiplos de 9:
16-17-18; 17-18:19 y 18-19-20 sustituimos en (3) y analizamos cada caso.

12: 999x + 99y + 9z = 16-17-18 © 111x + 11y + z = 544 resulta inmediatamente x = 4;
y=9; z=1, valores que llevados a (2) con s = 17 se obtiene t = 3 y finalmente n = 4913

29 999x + 99y +9z =171819 < 111x+ 11y +z =646 de donde x=5; y=8; z=3,
valores que llevados a (2) con s = 18 se obtiene t = 2 y finalmente n = 5832

32: 999x +99y +9z =1819-20 © 111x + 11y +z =760resulta x=6; y=8; z =6, valores
que llevados a (2) con s = 19 resulta una contradiccion.

Resumiendo, las Unicas soluciones son 4913 y 5832.
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3. Hallar todas las funciones f:N — N estrictamente crecientes y tales que: f(n + f(n)) = 2 f(n)
paran=1,2,3, ...

(XXXIV Olimpiada Matematica Espanola, Fase nacional 1998 (Tarazona))

SOLUCION OFICIAL:

Supongamos f(1) = b. Entonces, f(1 + b) = 2b, como f es estrictamente creciente, se tiene:

b=f1)<f(1+1)<...<f(1+b)=2b=b +b.
y resulta que f(1), f(2),....f(1+ b) son b + 1 naturales, distintos, el primero vale b y el ultimo 2b,
por tanto han de ser consecutivos. Resulta entonces:
f(1)=b,f(2) =1 +Db,f(38)=2+b,...... ,f(1+b)=b+b.

En general, paran > 1, sif(n) =c, f(n + ¢c) = 2c = ¢ + c y resulta que:
c=1fn) <f(n+1) <..<f(h+c) =c+ cylos nimeros f(n), f(n + 1), ..... , f(n + ¢) son
consecutivos.
Asi pues,

f(n) =n-1+f(1)
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4. Sea ABCDE un pentagono (convexo) de manera que los triangulos ABC, BCD, CDE, DEA, y
EAB son todos de igual area. Demuestra que: '/, area(ABCDE) < area(ABC) < '/ area(ABCDE).
(Novena Olimpiada Nacional de Matematicas, México, Colima, noviembre de 1995)
SOLUCION OFICIAL:

Si las areas de los triangulos &ABC y £ABCD son iguales, como tienen la misma base
BC, entonces las alturas son iguales y asi los vértices A y D se encuentran sobre una linea
paralela a BC, es decir AD || BC. Por la misma razén, como las areas de los triangulos &EAB y
A ABC son iguales se tiene que AB || CE; lo anterior implica que ABCX es un paralelogramo,
donde X es la interseccion de AD y CE. En el paralelogramo ABCX, es claro que las areas de
los triangulos £ ABC y & ACX son iguales.

También observemos que el area del & AXE es estrictamente menor que el area del £ DEA (la
base AX es estrictamente menor que la base AD y ambos tienen la misma altura sobre tales
bases). Finalmente se tiene que el area del &AACE es mayor que el area del triangulo & ACX
(la base AE del &AACE es mayor que la base AX del &AACX y ambos tienen la misma altura
sobre esta base).
Si (XYZ...) denota el area de la figura XYZ... tenemos:

(ABCDE) = (ABC) +(ACX) +(CDE) +(EAX)

= 3(ABC) + (EAX) < 4(ABC)

por tanto '/4(ABCDE) < (ABC)
y también (ABCDE) = (ABC) + (CDE) + (EAC) > 3(ABC)
y de aqui que (ABC) < '/3(ABCDE)
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5. Demostrar, que dados tres numeros positivos, podemos tomar dos de ellos, digamos x y y
con x > y tales que

r—y
I+ ry

< L.

(XIV Olimpiada Portuguesa de Matematica, Categoria B (10°, 11°, 12°) Final Nacional 1996)

SOLUCION OFICIAL:

Sean a, b y ¢ tres nUmeros positivos tales que 0 < a <b < c.

Si b >1 bastatomar x=c¢ y y=b. En efecto, en tal caso se tiene
<Yy = r—y<ry =
. . . r—u
&I — = 1+.Iif|l"i:3' -1+_I‘y{ 1.
Si b<1tomemos x=5b y y=a. Entonces

r—y<1l= %{: 1.
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6. Un cuadrado de un metro de lado es dividido en dos rectangulos de modo que al colocar el
menor de ellos sobre el mayor lo hacemos de forma que sobre cada lado del rectangulo mayor

esté un vértice del menor, como se indica en la figura.

¢, Cuales son las dimensiones del rectangulo menor?

(XIV Olimpiada Portuguesa de Matematica, Categoria B (10°, 11°, 12°) Il Eliminatoria 1996)

SOLUCION OFICIAL:

Es claro que la mayor longitud del rectangulo menor es uno. Sea « la longitud menor de
dicho rectangulo.

Consideremos la figura siguiente:

=% 0

Proyectando los lados del rectangulo menor sobre los lados del mayor obtenemos las
relaciones cos @ + acos f=1—-a y cos B+ acos a =1.

Como B =90° — &, podemos escribir ambas ecuaciones como cos @ + asen a=1—a y

sen & +acos & =1.
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. 1—sen a . o _
De la segunda ecuacién obtenemos a = ——, que después de sustituir esta ultima
cos @

expresion en la primera ecuacion y utilizando una férmula elemental de trigonometria, permite

1-+/3/2

2 =2 — /3. Asi, las dimensiones del rectangulo

obtener cos o = % Conlo que a =

menor son 1y 2 — +/3 metros.

7. Un triangulo acutangulo ABC esta inscrito en un circulo con centro O. Sea D el punto de
interseccion de la bisectriz del angulo A con BC y suponga que la perpendicular a AO pasa por
D interseca al segmento AC en un punto P (P € AC). Pruebe que AB = AP.

(Xl Olimpiada ltaliana de Matematica, 1995)

SOLUCION OFICIAL:

Consideremos la figura adjunta

Desde que ABC es un tridngulo acutangulo, O esta en su interior. Como P € AC entonces

P esta en el interior del triangulo ADC. Tenemos que £ AOC =28 y OA = OC, por lo que

1 T o o T
ZCAO= —(r-28)==-pB.Asi, OAD=—=- ZCAO= =+ —-—.
2(% S) 5 p. Asi 5 5 b 5

Sea | = PD n AO. Tenemos que el triangulo AID es rectangulo en I. Entonces

JPDA = /IDA = g-gn,em
ix

= w———§#3 = ZBDA.
]

=

De lo anterior se deduce que los tridngulos ABD y APD son semejantes con AD en
comun con lo que los triangulos ABD y APD son isométricos, asi que AP = AB.
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8. Hallar todas las parejas x y y tales que
2?4615 = 2V,

(XI Olimpiada ltaliana de Matematica, 1995)

SOLUCION OFICIAL:
Notemos primero que, para todo entero no negativo &,
22k +1 = 4k -2 E(—l)k 2=2 06 3 (mod 5)

Desde que x2 =0,1064 (mod 5), ydebe ser par. Hagamos y =2z, entonces

x2 +615=2Y es equivalente a (ZZ - xj (ZZ + xj =615. Como 615 = 3 x 5 x 41 entonces

debemos analizar inicamente los siguientes cuatro casos:

(1) 2* 42 = 615, 2*—2 = 1;
(2) 2* 4 = 205, 2* =2 = 3,
(3) 2° 4+« = 123, 2* -z = b;
(4) 2° 42 = 41, 2°—2 = 15

Los casos (1), (2) y (4) claramente no producen soluciones enteras ya que se obtendria,

2z+1

respectivamente, =616, 208 6 56 ninguno de los cuales son potencias de 2. Finalmente,

el caso (3) produce 2% +1_ 128 dedonde z=6,conloque x=59y y=12.
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9. Dada una cuerda PQ de una circunferencia y M el punto medio de la cuerda, sean ABy CD
dos cuerdas que pasan por M. Se trazan AC y BD hasta cortar a PQ en los puntos X e Y
respectivamente. Demostrar que X e Y equidistan de M.

(XVII Olimpiada Nacional de Matematica del Paraguay, Ronda Final - Nivel 3, 2005)

SOLUCION OFICIAL:

Consideremos la siguiente figura:

Trazamos desde X e Y las perpendiculares XE 'y YF a AB; y XGy YH a CD.
Tenemos entonces que los triangulos:

XE M = Y]_:i}»-“.[

}{EA = YﬁD

}{éM = E’Iflh-’.[

XéC ~ Y%E

por ser todos rectangulos y tener un angulo agudo igual. A partir de las semejanzas, podemos
escribir:

MX _XE ) _ MX _XG @) | XE AX &)
MY YF ' MY YH ‘ YH YD

XG XC

—=— (4

YF YB
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De (1) y (2) tenemos:
(MX)  XE-XG
(MY} YF-YH
Y sustituyendo de acuerdo a (3) y (4) queda:
(MX)  AX-XC
(MY} YD-YB
Pero: AX - XC =PX-QXy YD -YB=PY-QY. Entonces:
(MX) _ PX-QX - (MX) _ (PM +MX)MX —PM)
(MYJ PY-QY (MY) (MY -PM)(PM +MY)

(MX)  (MX) - (PM)

]

(MY) (MY} —(PM)
Restando las antecedentes entre si y los consecuentes entre si, tenemos:

\U..r"f [ 42 b 2
(MX) _ (PM) {M‘{_]ﬁ S = MX=MY

(MY)  (PM) (MY

Con esto se completa la demostracion.

10. En el cuadrado ABCD, el lado mide 10. E es el punto medio de BC y F es el punto medio
de CD.

Hallar el area de la superficie pintada.

(XVII Olimpiada Nacional de Matematica del Paraguay, Ronda Final - Nivel 2, 2005)

SOLUCION OFICIAL: A ;
Consideremos la figura adjunta: p

E

o
D E C
El area del triAngulo ADF es:
. 10x5
(ADF)=—"" =25

Ademés: (ADF) = (ADH) + (DHF)
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En los triangulos ADH y DHF tenemos (ADH) = 2 (DHF) por tener la misma altura y la base

AD doble que la base DF. Entonces (ADF) = 3 (DHF)

w25 =—

= (DHF) = %{ADP] =

Lo | =

<
(ADH) = (ADF) - (DHF) = 25_? -

En el triangulo ABE ocurre lo mismo, por lo tanto:

25

{BGEJ:?

El area pintada es:

(ADH)+[(DBC)— (DHF)- (BGE)]

3 S —

_5D+ 10«10 25 125
2 3 3
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7. Olimpiadas alrededor del mundo.

Randall Godinez.

Arlene Martinez.
Melissa Ramirez.
Carlos Rodriguez.

En esta columna, a partir de esta edicion, se propondran unicamente problemas que
hayan sido parte de exdmenes de competencias olimpicas, nacionales o internacionales, con
esto pretendemos que otros tipos de competencias sean abordados en la columna Problemas
de Competencias no Olimpicas (antes denominada problemas propuestos) de esta misma
revista.

Es importante hacer notar que los problemas de la OLCOMA que se publican en esta
revista corresponden a lo que hoy se considera el nivel C de estas competencias olimpicas y

que se hara referencia a otro nivel cuando ello sea necesario.

1. El triangulo ABC esta dividido en seis triangulos mas pequefos por rectas que pasan por los
vértices y por un punto comun en el interior del tridngulo. Las areas de cuatro de estos
triangulos estan indicadas. Calcular el area del triangulo ABC.

8 B
(XV Olimpiada Nacional de Matematica, Ronda Final - Nivel 3, Paraguay, 2003)
2. Enun cuadrado ABCD, E es el punto medio del lado BC. La recta AE corta a la recta DC en

F y a la diagonal BD en G. Si el area (EFC) = 8, determinar el area (GBE).
(XV Olimpiada Nacional de Matematica, Ronda Final - Nivel 3, Paraguay, 2003)
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4

3. Hallar todos los p primos positivos tales que 5 +4p™ es cuadrado perfecto.

(Olimpiada de Matematica del Uruguay, Instancia Final, Quinto Nivel, 29 de octubre de 2006)
4. Determinar todas las f:R—{0} - R que satisfacen la ecuacion:

X

flx)+8 f(lj =—63x

(Olimpiada de Matematica del Uruguay, Instancia Final, Quinto Nivel, 29 de octubre de 2006)

5. Sean ay b enteros. Demostrar que la ecuaciéon (x—a)(x—b)(x—3)+1=0 admite a lo sumo

una solucion entera.

(XLI Olimpiada Matematica Espariola, Fase nacional 2005, Primera sesién, 21 de marzo)

6. Se representa por Z el conjunto de todos los enteros. Hallar todas las funciones f:Z — Z,
tales que para cualesquiera x, y enteros se verifica:

fx+f(y)=fx)—y.

(XL Olimpiada Matematica Espariola, Fase nacional 2004, Primera sesién, 26 de marzo)

7. Se consideran los enteros positivos
Si=1+d+d*+...+d2%,

con  =0.1.2,....9 Halle la ultima cifra del mimero

So+ 851+ 5 +---+ So.
(VI Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Caribe, Panama, 2006)
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8. El pais Olimpia esta formado por n islas. La isla mas poblada es Panacentro y todas las islas
tienen diferente numero de habitantes. Se desea construir puentes entre islas que puedan
transitarse en ambas direcciones de manera que cada pareja no esté unida por mas de un
puente. Es necesario que se cumplan las siguientes condiciones:
e Siempre es posible llegar desde Panacentro hasta cualquiera otra isla usando los puentes.
e Si se hace un recorrido desde Panacentro hasta cualquier otra isla utilizando cada puente no
mas de una vez, el numero de habitantes de las islas visitadas es cada vez menor.

Determine el numero de maneras de construir los puentes.

(VI Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Caribe, Panama, 2006)
9. ¢ Existen dos enteros positivos a y b tales que su suma sea 1995 y su producto sea un
multiplo de 1995 ?

(VIl Olimpiada Nacional de Matematica, Chile, 1995)

10. Sea a un numero entero positivo. Demuestre que la ecuacién

siempre tiene soluciones x , y que son nimeros enteros.

(VIl Olimpiada Nacional de Matematica, Chile, 1995)
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8. Logica y Matematica Recreativa.

Maynor Castro
Carlos Molina
Mauricio Ramirez
Simén Sanchez
Erick Solano

En esta columna continuamos con la presentacion de diez ejercicios que se han

presentado en concursos de E.S.O de Espana.

Por otro lado, y al igual que en la edicién anterior, al final de los enunciados damos una
solucién a los mismos esperando que sirvan como una guia aunque sabemos que se pueden
encontrar otras vias de solucién a cada uno de ellos.

Pues bien, empecemos y que se diviertan !!!

1° Juego (12-14 afos): El rollo

Si mido un rollo de cuerda de dos en dos metros me sobra uno. si lo mido de tres en tres , me
sobran dos, si lo mido de cuatro en cuatro me sobran tres, si lo hago de cinco en cinco me
sobran cuatro y si de seis en seis me sobran cinco.
Sabiendo que tiene menos de 100 metros, ¢ podrias decir su longitud?

(VIl O.M. Primera Fase. Albacete. 1996)

2" Juego (12-14 afos): El baile de la fiesta

A una fiesta acuden 22 personas. Maria baila con 7 chicos, Silvia con 8, Amaya con 9, y asi
sucesivamente hasta llegar a Carmen que baila con todos.
¢, Cuantos chicos y chicas hay en la fiesta?

(111 O.M. Fase Semifinal. Albacete. 1992)
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3’ Juego (12-14 afos): P4ginas del libro

Para numerar las paginas de un libro grande, hacen falta 3.005 digitos.
¢, Cuantas paginas tiene el libro?
(IV O.M. Primera Fase. Albacete. 1993)

4’ Juego (12-14 afos): Los armarios

En las escuelas superiores de EEUU, los estudiantes guardan sus pertenencias en armarios
particulares durante el tiempo de clase. En una determinada escuela habia 1.000 estudiantes y
1.000 armarios. Cada ano el primer dia de clase, los estudiantes se alinean por orden alfabético
y realizan el extrafo ritual que sigue: El primer estudiante abre todos los armarios. El segundo
cierra los armarios pares comenzando por el dos. El tercero cambia la situacién de cada tercer
armario (abre los cerrados y cierra los abiertos). el cuarto cambia la situacién de cada cuatro
armarios; el quinto cambia cada quinto, etc.
¢, Qué armarios se quedan abiertos cuando todos los estudiantes han terminado?

(111 O.M. Primera Fase. Toledo. 2003)

5° Juego (12-14 afos): Criptograma
Cada letra corresponde a un numero distinto entre 0 y 9:
Z00?= TOPAZ
¢, Sabrias calcular el valor de cada letra?
(X O.M. Primera Fase. Albacete. 1999)

6° Juego (14-16 afios): Cogiendo monedas
Se colocan monedas en los vértices de un poligono regular. Dos jugadores cogen
alternativamente una o dos monedas. En este ultimo caso deben estar situadas en vértices
consecutivos. Gana el que se lleva la dltima moneda.

¢, Cudl es la estrategia ganadora?
( VIII O. M. Primera Fase. Albacete. 1997)
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7' Juego (14-16 afos): Leche manchada

Cuatro vasos, suficientemente grandes, contienen el mismo volumen de liquido. El primer vaso
contiene café solo y los otros tres solo tienen leche. Se vierte la cuarta parte del contenido del
primer vaso en el segundo. Se hace la mezcla homogénea y, a continuacion, se vierte la cuarta
parte del contenido del segundo vaso en el tercero. Se hace la mezcla homogénea y se vierte la
cuarta parte del contenido en el ultimo vaso.
¢, Cudl es la razén entre los volumenes de café y leche en este cuarto vaso?

(X1 O.M. Albacete. 2000)

8 Juego (14-16 afos): Planeta X31

En el planeta X31 hay sélo dos tipos de billetes. Sin embargo el sistema no es tan malo porque
hay solamente quince precios enteros que no se pueden pagar exactamente (se paga de mas y
se recibe cambio). Si 18 es uno de esos precios que no se pueden pagar exactamente, halla el
valor de cada tipo de billete.

(IV O.M. de Mayo. Argentina. 1998)

9’ Juego (14-16 aiios): 2002
Si escribimos todos los nimeros enteros consecutivos, sin ninguna separacién entre ellos, a
partir del 1 y hasta el 2002, obtenemos un nimero de muchisimas cifras:
12345678910111213141516171819............ 20012002
¢, Cuantas cifras tiene ese numero? Esta claro que su primera cifra es un 1; también puedes ver
que la cifra decimoquinta es un 2. ;Cual es la cifra que ocupa el lugar 20027
En ambos casos explica tu razonamiento.
(1 O.M. Provincial. Cuenca. 2002 )

10" Juego (14-16 aiios): Cuadrado de cerillas

¢, Cuantas cerillas se necesitan para construir N x N cuadrados unitarios formando otro cuadrado

mayor, como la siguiente sucesién? ~

( 1 O.M. Provincial. Guadalajara. 2000 )
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SOLUCIONES PROPUESTAS

El rollo
59
Multiplos de 2+1: 3,5, 7,9, ... 51, 53, 55, 57,59, 61, ...

" " 3+2:5, 8,11, 14, ... 50, 53, 56, 59, 62, ...

" " 4+3:7,11,15,19, ... 47, 51, 55, 599, 63, ...
" " 5+4:9,14,19, 24, ... 44, 49, 54, 59, 64, ...
" " 6+5:11,17,23, 24, ... 47, 53, 59, 65, ...

Elm.c.m.de 2, 3,4, 5y 6 es 60, es decir, una unidad mas que el nimero buscado.

El baile de la fiesta
8 chicos y 14 chicas.
1+7=8,2+8=10,3+9=12,...,8 +14 =22.

Paginas del libro

1028 paginas.

3.005 - 9( 9 primeras paginas) — 90 x 2( paginas 10 a la 99) — 900 x 3( paginas 100 a la 999)
=116.

116 : 4(digitos a partir de 1.000) = 29

999 + 29 = 1.028

Los armarios
Los armarios que tienen un numero que es un cuadrado perfecto.

Los cuadrados perfectos tienen un numero impar de divisores y, por tanto, las sucesivas

acciones de abrir y cerrar siempre dejaran los armarios abiertos

Criptograma
39.601

El nimero estara comprendido entre 100 y 311. Buscando los cuadrados perfectos que acaban
enz=1, 2, 3, la Gnica posibilidad es para O = 9, luego 199% = 39.601.
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Cogiendo monedas

La estrategia ganadora es que empiece el contrario.

En un tridngulo, coja el adversario 1 6 2 monedas, tU siempre puedes coger la ultima.
En un cuadrado, si el otro coge una, tu coges la del vértice opuesto, de modo que ganas. Si
coge dos monedas, tu coges las otras dos volviendo a ganar.

En un pentagono, si él coge dos monedas, tu coges la del vértice central de los tres que quedan
con moneda, asi que ganas. Si coge una moneda el adversario, tu coges las dos de los vértices
que forman el lado opuesto al vértice cuya moneda ha cogido tu oponente; también ganas.

La estrategia es que el otro empiece.

Leche manchada

Llamemos a la cantidad que contiene cada vaso "x".

Al verter la cuarta parte del primero al segundo, el segundo tendra entonces 5x/4 | de mezcla, la
proporcién del café sera x/4 I.

Al verter la cuarta parte del segundo en el tercero; el contenido del tercero serd 21x/16 de la
cual el contenido del café sera x/16 |.

Vertemos la cuarta parte del tercero en el cuarto. El contenido del cuarto vaso sera 85x/64 |. El
contenido del café sera de x/64 |.

La razén entre el café y la leche en el cuarto vaso sera de uno de café por cada 84 de leche.

Planeta X31

Ha de haber como minimo 1 billete impar, ya que si fueran los dos billetes pares, no se podria
pagar ningun precio impar ni devolver.

Tampoco pueden ser los dos impares, ya que si fueran los dos impares el mas pequefo seria el
5, con lo que el primer par seria el 10, con lo que habrian mas de 15 precios que no se podrian
pagar.

Suponiendo que uno de los billetes sea 4, con lo que se podrian pagar un par si y un par no
hasta a partir del doble del impar, desde donde se podrian pagar todos los precios pares. El otro
precio, un impar:

El 5 no puede ser ya que se podria pagar 18: 5+5+4+4.

El 7 no puede ser ya que se podria pagar 18: 7+7+4.
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El 9 no puede ser ya que se podria pagar 18: 9+9.

El 11 es, ya que no se puede completar 18, y hay 14 precios enteros mas que no se pueden
pagar: 1,2,3,5,6,7,9,10, 13, 14,17, 21, 25, 29.

El valor de los billetes existentes en el planeta X31 esde 4y 11.

2002
¢, Cuantas cifras tiene el numero?
El numero de cifras sera igual a los 9 primeros digitos + los numeros del 10 al 99 (ambos
inclusive) * 2 + los numeros del 100 al 999 (ambos inclusive) * 3 + los niumeros del 1000 al 2002
(ambos inclusive) * 4 = 6901 cifras.
¢, Cudl es la cifra que ocupa el lugar 20027
La cifra 2002 formara parte de un numero superior al 100 ya que este sélo llega hasta la 190.
Con tal de facilitar el célculo tomaremos como cifra la 2001.
Asi podemos plantear la siguiente ecuacion:

2001 =91 + 902 + X
Aislando y operando, tenemos: X = 1812.
1812 es la posicion de la cifra 2001 contando a partir de 100.
Esto significa que esta cifra sera el ultimo digito del nimero 1812/3 = 604 contando a partir de
100.
El verdadero numero sera el 604 mas los 99 numeros que tiene detras = 703.
Asi, la cifra que ocupa el lugar 2001 es el 3 del numero 703, esto implica que la posicion 2002
estara ocupada por la cifra 7 del numero 704.

Cuadrado de cerillas

Dado un cuadrado de N x N cuadrados unitarios puedo escribir las siguientes igualdades:

n® de cerillas horizontales = N(N + 1)

n® de cerillas verticales = N(N + 1)

Asi puedo afirmar que el total de cerillas necesarias en un cuadrado de dimensiones N x N es
igual 2N(N + 1)

66



Sociedad RAMAMSEM

En nuestro pais nos hemos quejado de las reformas educativas que ha sufrido nuestro sistema
educativo, en especial en la ensefanza de la Matematica, asi que para concluir con esta
columna les contamos una anécdota con la cual podriamos preguntarnos ¢;de quién obtenemos

los modelos educativos que se implementan en nuestro pais?

RE-REFORMA - UNIDAD LOGSE: EL PROBLEMA DE LAS PATATAS

El bachillerato espafol ha experimentado, en las tres Ultimas décadas, una evoluciéon que puede
quedar graficamente reflejada en las diferentes formas de resolver un mismo problema
matematico.

o« Ensenanza 1960: Un campesino vende un saco de patatas por 1.000 pesetas. Sus

gastos de produccion se elevan a los 4/5 del precio de venta. ;Cual es su beneficio?

 Ensenanza tradicional 1970: Un campesino vende un saco de patatas por 1.000

pesetas. sus gastos de produccién se elevan a los 4/5 del precio de venta, esto es, 800
pesetas. ¢ Cual es su beneficio ?

 Ensenanza moderna 1970 (LGE): Un campesino cambia un conjunto P de patatas por

un conjunto M de monedas. El cardinal del conjunto M es igual a 1.000 pesetas, y cada
elemento P de M vale una peseta. Dibuja 1.000 puntos gordos que representen los
elementos del conjunto M. El conjunto F de los gastos de produccion comprende 200
puntos gordos menos que el conjunto M. Representa el conjunto F como subconjunto del
conjunto My responde a la cuestidn siguiente: ;Cual es el cardinal del conjunto B de los

beneficios? Dibujar B en color rojo.
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Ensenanza renovada 1980: Un agricultor vende un saco de patatas por 1.000 pesetas.

Los gastos de produccién se elevan a 800 pesetas y el beneficio es de 200 pesetas.
Subraya la palabra "patata" y discute sobre ella con tu compafiero.

Ensenanza reformada (LODE): Un labriego burgués, capitalista se ha enriquecido con

200 pesetas al vender especulando un saco de patatas. Analiza el texto y de seguido di
lo que piensas en este abuso antidemocratico.

Ensenanza comprensiva 7990 (LOGSE): (*Educacién comprensiva es aquella que

ofrece las mismas experiencias educativas a todos los alumnos. El aprendizaje ha de
asegurar que los conocimientos adquiridos en el aula puedan ser utilizados en las
circunstancias en que el alumno vive y en las que puede llegar a necesitarlos). Tras la
entrada de Espafna en el Mercado Comun, los agricultores no pueden fijar liboremente el
precio de venta de las patatas. Suponiendo que quieran vender un saco de patatas por
1.000 pesetas., haz una encuesta para poder determinar el volumen de la demanda
potencial de patatas en nuestro pais y la opinion sobre la calidad de nuestras patatas en
relacion con las importadas de otros paises, y como se veria afectado todo el proceso de
venta si los sindicatos del campo convocan una huelga general. Completa esta actividad
analizando los elementos del problema, relacionando los elementos entre si y buscando
el principio de relacién de esos elementos. Finalmente, haz un cuadro de doble entrada,
indicando en horizontal, arriba, los nombres de los grupos citados y, abajo, en vertical,

diferentes formas de cocinar las patatas.
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