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Sociedad RAMAMSEM

1. Presentacion.

Esta publicacion es realizada por la Sociedad RAMAMSEM vy va dirigida a todas aquellas
personas que deseen explorar una matematica diferente a la que se ensefia en secundaria, y
algo mas!

Les recordamos que esta es una publicacion trimestral y se distribuye de la siguiente
manera:

Revista Olimpica: Numero de Volumen  Mes en que se envia
I Enero
Il Abril
Il Julio
v Octubre
salvo por motivos de fuerza mayor, en cuyo caso ofrecemos desde ya disculpas, este
calendario podra verse afectado.

Aquellos lectores que aun no posean las ediciones anteriores y las desean pueden
solicitarlas en forma individual a alguno de los correos citados al final de esta presentaciéon (se
solicita que se indique claramente cual o cuales de las publicaciones se desean)

Tengan presente que este material les llega de forma gratuita y que se deja a discrecion
el uso del mismo, pero requerimos que no se le dé un uso comercial puesto que ese no es el fin
con que fue creada esta revista.

Toda comunicacién o informacidén con respecto a los problemas propuestos o soluciones,

0 en general, de esta revista pueden ser enviados a

ramamsem@latinmail.com o bien ramamsem@costarricense.cr
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2. Solucion a los anteriores Problemas de Competencias no

Olimpicas.
Miguel Angel Arias Vilchez
Giovanni Buckcanan Aguilar
Kendrick Mitchell Maturin
Mauricio Rodriguez Mata

A continuacion brindamos la solucién de los 30 Problemas de Competencias no Olimpicas

de la edicién anterior.

ALGEBRA.

2
1. Resuelva la siguiente ecuacion: (xz —3x+1) —3(x2 —3x+1)+1 =X

(Concurso Euclides, 1996)

SOLUCION 1:
Desarrollando la expresion dada se tiene
X'+ 9 +1-6X +2x° —6x—3x*+9x -3 + 1 = x

=x'-6x3+8x%+2x—1=0

Factorizando la expresién anterior en dos factores cuadraticos de la forma
F+ax+ 1) +bx—1)=x*+(a+b)x*+abx®+ (b-a)x—1.
Aplicando identidad polinomial se tiene
a+b=-6
ab=8
b-a=2

al resolver el sistema de ecuaciones obtenido encontramos a =—4 y b =—-2 con lo que la
ecuacion a resolver sera

(X —4x+1)(x*=2x—=1)=0

cuyas soluciones sonx = 2 £+/3 y x=1%+/3.
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SOLUCION 2:

Rescribamos la ecuacion original de la siguiente manera

2
(xz —3x+1) —2(x2 —3x+1)+1 —(xz —3x+1) —x
de donde se tiene

2
[x2—3x+1) —2(x2—3x+1j+1:x2—3x+1+x.
2
- [(x2—3x+1)—1} = x2 —2x+1
2
= (x2—3x) =()c—1)2

= (xz —3x}2 - (x—l)2 =0

- sz —3x) +(x - 1)}[(39 —3xj ~(x— 1)} -0
:>(x2—2x—1) (x2—4x+1)=0

cuyas soluciones sonx = 2++/3 y x =1+ 4/3.

2. Si x y yson numeros reales tales que x+ y=1, P y3 =4 determine

a) x2 +y2;

b) X+ y5.
(J.I.R M€ Knight Problems Contest, 1993)

SOLUCION:

2

a) De x+ y=1 se obtiene, elevando al cuadrado, x +2xy+y2

=1 (1) pero como

P y3 =1 entonces (x+ y)(x2 —xy + y2) —4 esto es x% — Xy + y2 =4(2) de donde,

2 2 2

restando (2) de (1), 3xy =-3 = xy =—1 con lo que x +1+y2=4 = x4+ y° =3.

b) (2 +y) +y) =34 +x20 12 4y =220+ a2 =2

5 5 5

PP s D=2 0 1y 41122 10

+y0 =11,
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3. Hallar todos los numeros no negativos x, y, z tales que

ZX — y2x
27 =2.4°,
X+y+z=16.
(Concours de Mathématiques des Maritimes, 1999)

SOLUCION:

Notemos que x, y, z = 0.

Con x=0,2%=2 -40 =0, obteniéndose z =1 y y =15, como una solucién.

2

Asi que supondremos, ahora, que x > 0. Entonces 7' = y X implica (con z, y =2 0)

Z=y2, y y=\/z. De 2* =2.4% :22x+1 tenemosque z=2x+1y y2 =2x + 1. Ahora,
de x + y + z =16 tenemos

2 _
y2 1+y+yz=16,

0 equivalentemente, 3y2 +2y-33=0= By +11)y-3)=0= yz_Tll 0 y=3, desde

que y =20 entonces y=3, z= y2 =9, x =4. Asi, las dos Unicas soluciones son (0, 15, 1) y
(4, 3,9).

4. Determine todos los niimeros reales a para el cual la ecuacién a- 3* + 3™ = 3 posee una
Unica solucién real.

(Finnish High School Mathematics Contest, 1997)

SOLUCION:

La ecuaciéon dada es equivalente a a-(3x)2 ~33%)+1=0 siendo una ecuacion
cuadratica en 3% ésta tendra una Unica raiz si y solo si A = (—3)2 - 4a))=0=>9-4a=0

9
conloque a= 7
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3

5. Resolver para x: (logo x)(logz xz) —logy x° =9 =0.

(J.I.R M€ Knight Problems Contest, 1995)

SOLUCION:

3 3

-9=0=>

(logz x)(logz xz) —logpx” -9=0= (logz x)(logz xz) —logp x

2(logy x)% = 3logy x —9 =0 = (2logy x + 3)logr x —3) =0 =

2logy x+3=0  |logy x =—>
2

_3
X = —F—
x=2 2 202
- - -

logyp x—3=0

1-a-b
6. Si60? =3y 60°=>5calcule entonces 122(1=b)
(J.I.R M€ Knight Problems Contest, 1996)

SOLUCION 1:

604 =3 loggn3=a l1—a—-b=1loggn60 —log gn3 —loggpS =log gp4
= =
600 =5 loggnS5 =0 2(1—=b) =2(log 6o 60 — log g0 5) = 2log o 12 = log ¢ 144

l-a-b>
l-a-b loggo 4

— — 2(0-b) _ 10g12 2 _
= = =lo 4 =1lo 2=12 =12 2.
2(1-b) ] 144 g 144 g12

NOTA: Hemos utilizado las siguientes propiedades:

l=logga log 4 x+log, y=log, (xy) log 4 x —log y:10ga(§]
—logaleogyx aloga X _
log 4 ¥y
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SOLUCION 2:
L
Notemos que 12:%:6—%:601_[’%’[0% 60=121_bconloquesetiene
60
l—a-b>b I Y1-a-b l-a-b
60 2 =|pl-b| 2 _-p2-b
pero
1-a-b ! ! Lo
60 2 :(601‘“‘17)2:(601x60‘“><60"’)2:(60><3‘1><5‘1)2:42:2
con lo que se concluye
l—-a-»b
12 20=0) —»,

7. SiX*+xy +x=14y ¥ +xy +y=28, determine entonces el valor numérico de x + y.
(Senior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda preliminar, 2000)

SOLUCION:
Sumando las dos ecuaciones se tiene
x2+2xy +y2+x+y=42;
esto es,

(x+y)2+(x+y)—42=0
(x+y-6)x+y+7)=0

Asi, x+ y=6 obien x+ y=-"17.
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8. Dado que X° + y° =28y xy = 14, encuentre el valor de x* — y?.

(Junior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda final, 2000)

SOLUCION:
x2+y2=28 x2+y2=28
= restando ambas ecuaciones se obtiene
xy = 14 2xy = 28
x2 —2)cy+y2 =0 = (x—y)2 =0=> x-y=0 = x=y porlotanto x2 —y2 =0.

9. SeaS=1+2+3+...+10". ;Cuantos factores 2 aparecen en la factorizacion prima de S?
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1998)

SOLUCION:

10”(10” + 1)

Tenemos que S = = 2n—1 : 5"(10" + 1) asi que el numero de factores

2 que aparecen en la factorizacion primade Ses n — 1.

10.Sean a, b, cy d las raices de x*— 8x°— 21x° + 148x— 160 = 0.

1 1 1

+ + + :
abc abd acd bcd
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1998)

Determine el valor de

SOLUCION:

Tenemos que, por las formulas de Viéta, a + b + ¢ + d =8 mientras que abcd = —160.

atb+c+d 1

Asi, la expresidén dada es equivalente a -
abcd 20



Sociedad RAMAMSEM

GEOMETRIA.

1. Un rombo es un paralelogramo con todos sus cuatro lados de igual longitud. Si uno de los
angulos internos de un rombo mide 60°, halle la razdn del &area del rombo y la del circulo inscrito

en él.

(Concours de Mathématiques des Maritimes, 1999)

SOLUCION:

Sea £ ABC = 60° entonces £ CDA = 60°. Trazamos la diagonal AC. Entonces

< BAC = 2 BCA = 2 DAC = 2« DCA = 60°.

Sea M el punto medio de AC. Ahora, las distancias perpendiculares de M a BC, de M a

CD, de Ma AD y de M a AB son iguales a %AB sen 60°, este es el radio del circulo inscrito.

2
El area del circulo inscrito es ﬁGABse;mOoj . Asi

2 sen60° 4 8

drea del rombo AB

drea del circulo inscrito 1 . 2 T sen60° 71'\/5 '
7| — sen 60
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2. Sea ABCD un rombo tal que £ DAB = 60°. El punto E esta sobre AD y el punto F esta sobre
DC tal que AE = DF. Pruebe que el triangulo A BEF es equilatero.

(J.I.R M€ Knight Problems Contest, 1995)

SOLUCION:

Consideremos la figura siguiente y los datos que en ella se encuentran:

aplicando el teorema de cosenos a los triangulos AEB, EDF y FCB respectivamente se obtiene

c2=)c2+yz—2xycos60o cC=x"+y" —xy

a2=x2+(y—x)2—2x(y—x)cos60° = qa”"=x"+y" —xy

b2 = y2 +(y— x)2 —2y(y — x)cos60° b2 = x2 + y2 — Xy

de donde resulta claro que a = b = ¢ por lo que el tridngulo A BEF es equilatero.
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3. Dos circulos, cada uno de radio 10, son colocados sobre una recta de modo que sean
tangentes entre ellos y a la recta. Uno circulo menor es dibujado entre ellos de modo que éste

es tangente a los dos circulos y la recta. Determine el radio del menor circulo.

(Senior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda preliminar, 2000)

SOLUCION:
Sean A el centro de uno de los circulos mayores, B el punto de contacto entre los dos
circulos mayores y C el centro del circulo menor. Entonces AB L BC, AC = 10 +r y

BC = 10 —r. Del teorema de Pitagoras tenemos

(10 4+ »)* = 10° 4+ (10 — »)*,
100 + 20r + r? = 1004 100 — 20r 4 »%,
40r = 100,
r = 2.5,

10
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4. En la figura adjunta ABC y AEB son semicirculos y F es el punto medio de ACy AF =1 cm.
Halle el area de la region destacada.

(Old Mutual Mathematical Contest, Final Paper 1, 1991)

SOLUCION:
AB es el diametro del semicirculo AEB y la hipotenusa del triangulo rectangulo isdsceles

AFB, asi AB = .2,y el area del semicirculo es % Ahora, el semicirculo ABC tiene area %

mientras que el tridngulo rectdngulo AFB tiene area % El area del segmento circular ADB es

T 1 . T T 1 1
— ——, yel area destacada es — — [— — _j =,
4 2 4 4 2

5. En el triangulo ABC, AB = AC. La bisectriz perpendicular de AB contiene al punto medio de

BC. Si la longitud de AC es 10+/2 cm, halle el area del triangulo A ABC.
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1998)

SOLUCION:

El segmento que une los puntos medios de AB y BC es paralelo a AC entonces

ZCAB =90°y el area del triangulo ABC es %-10\/5-10\/5:100cm2.

11
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6. Las longitudes de los tres lados de un triangulo rectangulo son enteros positivos. El area del
triangulo es 120. Determine la longitud de la hipotenusa.
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1998)

SOLUCION:

Sean a y b (consideremos a < b sin pérdida de generalidad), las longitudes de los catetos
del triangulo rectangulo y c la longitud de la hipotenusa entonces ab = 240 y a® + b® = ¢2.

Como estos catetos son numeros enteros entonces, mediante algunos célculos

numericos, podemos construir la siguiente tabla de valores

a b a° b® ac + b? c? c

1 240 1 57600 | 57601 | 57601 | 240,0020833...

2 120 4 14400 | 14404 | 14404 | 120,0166655...

3 80 9 6400 6409 6409 80,05623024...

4 60 16 3600 3616 3616 | 60,13318551...

5 48 25 2304 2329 2329 48,25971405...

6 40 36 1600 1636 1636 | 40,44749683...

8 30 64 900 964 964 31,04834939...

10 24 100 576 676 676 26
12 20 144 400 544 544 23,32380758...
15 16 225 256 481 481 21,9317122...

con lo que resulta claro que las longitudes que cumplen las condiciones del enunciado son 10,
24 y 26 por lo que la longitud de la hipotenusa es 26.

12
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7. Los lados de un triangulo son 4, 13 y 15. Determine la medida del radio del circulo inscrito.
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1998)

SOLUCION:

Sean A, B, C los vértices del triangulo. El area del triangulo A ABC es, por la formula de
Heron, /16(12)(3)(1) = 24.
Sea O el centro del circulo inscrito y r su radio. Asi,
24 = dreadel AAOB + areadel ABOC + areadel AAOC
= 0,5r (AB) + 0,5r (BC) + 0,5r (AC)
=0,5r (4 +13 +15) =167
de donde se obtiene r = 1,5.

8. Dos cuerdas de un circulo AB y CD se intersecan en angulo recto en E de modo que AE = 2,
EB =6 y DE = 3. Determine el area del circulo.
(J.I.R M€ Knight Problems Contest, 1998)

SOLUCION:
Consideremos la siguiente figura

2
De acuerdo con los datos de ésta se tiene (ZJ +2%2=r2conlocual r = @ y el area

buscada sera 65—7[.

13
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9. Cuatro balones de basket son colocados en el piso de un gimnasio formando un cuadrado
con cada balon tangente a los otros tres. Un quinto balén es colocado sobre estos cuatro

balones de modo que también es tangente a ellos, como se indica en la figura:

Si el diametro de un balén de basket es de 25 cm, determine la altura, en centimetros, del
centro del quinto balén de basket al piso del gimnasio.

(Senior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda preliminar, 1998)

SOLUCION:

Primero observemos los cuatro balones de basket cuando yacen sobre el suelo:

2

Hallamos que AC = \/A82 + BC? = \/252 + 25 =2542. Ahora, para hallar la altura del

centro del quinto balén de basket al piso del gimnasio analicemos la seccién cruzada de la

piramide por un plano vertical pasando por Ay C:

14
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R

F

25 2 (1. 2 25 ,
La altura DF = DE + EF, donde EF=7 y DE =, AD _(EACJ =7\/§. Asi,

DF:2—25(1+\/§)

10.Las longitudes de los lados de un triangulo son b + 1, 7 — b y 4b — 2. Determine el nUmero
de valores de b para los cuales el triangulo es isdsceles.
(Senior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda preliminar, 1998)

SOLUCION:
Potencialmente, tenemos tres posibilidades para el triangulo al ser este isésceles:
(1)b+1=7-Db
(2) b+1=4b-2
8) 7-b=4b-2
La primera ecuacién nos da b = 3, consecuentemente 4, 4 y 10 son posibles longitudes
de los lados del triangulo. La segunda ecuacion nos da b = 1, consecuentemente 2, 2 y 6 son

posibles longitudes de los lados del triangulo. Finalmente, la tercera ecuacion nos da b = %

consecuentemente % 26 y % son posibles longitudes de los lados del triangulo. Ahora bien,
. . . . ., 14 26 26
por la desigualdad triangular se tiene que las longitudes del triangulo buscado son 55 y 5

porlo que b = % es la unica posibilidad.

15
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TEORIA DE NUMEROS.

1. Ay B son enteros positivos. La suma de los digitos de A es 19. La suma de los digitos de B
es 99.Determine el menor valor posible de la suma de los digitos del niumero A + B.
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1999)

SOLUCION:

Debe resultar claro que para obtener el menor valor posible de la suma de los digitos del
namero A + B debe suceder que, por ejemplo, A = 9900000000001 y B = 99999999999 (o bien,
viceversa). Asi A + B = 10000000000000 por lo que la suma de los digitos de A + Bes 1.

2. Halle la cantidad de numeros positivos de dos digitos tales que la diferencia entre él y el
producto de sus digitos sea 12.
(The Alberta High School Mathematics Competition, | parte, 1999)

SOLUCION:

Sean los dos digitos a y b respectivamente.

De 10a + b — ab = 12, tenemos (a — 1)(10 — b) = 2. Asi, se obtiene que los niumeros
positivos de dos digitos que satisfacen la condicién enunciada son 28 6 39 por lo que la

cantidad de numeros es 2.

3. Ordene ascendentemente los siguientes niimeros: 2°°°%° ; 333333 . g22222

(Junior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda preliminar, 2000)

SOLUCION:
Notemos primero que
255555 - (25)11111 - 3211111
333333 - (33)11111 - 2711111
622222 — (62)11111 — 3611111
desde que 27 < 32 < 36, entonces 27" < 32" < 36" con lo cual 333338 < 2°9%%° 22222

16
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4. Un cierto numero N consiste de tres digitos los cuales son términos consecutivos de una
progresion aritmética. Si N es dividido por la suma de sus digitos el cociente es 48. También, si
198 es sustraido de N, el resultado es un numero que posee los mismos digitos que N pero en
orden inverso. Determine N.

(J.I.R M€ Knight Problems Contest, 1997)

SOLUCION:
Sea N =100a + 10b + ¢, como los digitos de N son términos de una progresion aritmética

entonces, para algun d, N =100(b —d) +10b + b + 10 =111b — 99d. Por otro lado, de acuerdo
con la segunda parte del enunciado tenemos que N =3b-48 de donde 111b — 99d = 3b-48 con
lo que b =-3d. Ahora bien, de la parte final del enunciado se tiene N —198 =100c + 10b + a O

equivalentemente 1116 —99d — 198 = 1110 + 99d = —198 =198d = d = -1 A b =3 por lo tanto

N =432.

5. La suma de los primeros tres términos de una progresién geométrica es 37 y la suma de
sus cuadrados es 481. Determine los primeros tres términos de esa progresion.
(J.I.R MC Knight Problems Contest, 1997)

SOLUCION:
Sean a,ar y ar2 los tres términos de la progresion entonces

a+ar+ar® =37 (D) a(1+r+r2)=37
=

a? +a’r? +a*rt =481 (2) a2(1+r2 +r4)=481

a(l +rt r2)(l —r)=37(1-7) 3)

2hr o)) o

17
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dividiendo la ecuacion (3) y (4) y simplificando al maximo obtenemos a — ar + ar’ =13 que al

12
restar este resultado de (1) se obtiene 2ar =24 con lo que a = —. Sustituyendo este Ultimo
r

2 12 12
resultado en (1) obtenemos — + —-r + —- r2 = 37 que al resolverla nos permite obtener
r r r
4 3 . . 4 o
r= 5 vV r= Z Ahora bien, si r = 5 entonces a =9y los tres términos buscados son 9, 12y

3
16. Por otro lado, si r = Z entonces a =16y los tres términos buscados son 16, 12y 9.

FUNCIONES O SUCESIONES.

1. Dado que f(x +y) + f(x —y) = 2f(x) cos y, f(0) = a, y f(n/2) = b. Determine f(t).
(J.I.R. M Knight Problems Contest, 1997)

SOLUCION:

Haciendo yzg,xe R se tiene f(x+%)+f(x—%):0

. T .
sustituyendo x=m+ B} en (1) se tiene

flm+z)==f(m) (2)

18



sustituyendo  m=t+ 7 en (2) se tiene
fle+2m)==f(t+7)

= fle+27)==flt+x)=-I- f()]= £ ()
= fle+27)=£() ()

Lo cual nos indica que la funcién es periédica (de periodo 27 )

sustituyendo  x=m — 7t en (2) se tiene

conloque flm+7x)=—f(m)=f(lm-x) (4)

sustituyendo x=0,y =t se obtiene
ft)+ f(=1)=2acos(t) (5)

. T .
sustituyendo x = > y =t se obtiene

f(%+tj+ f(g_tj=zbcos(t) (6)

L, /1
En (6) hacemos la sustitucion ¢ — 1+ 5 con lo que

19
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fle+7m)+ f(=1)= 2bcos(t+§j

= flt+7)+ f(=1)=-2bsen(r) (7)
aplicando (2) en (7) se obtiene
—f)+ f=1)==2bsen(t)  (8)
efectuando (5)—(8) se obtiene
2f(t)=2acos (t)+2b sen r)

= f(t)=acos(t)+bsen(t)

2. Pruebe que la funcién:

flz) = ‘-l',.fm—élv-.r.—1+3 + ﬂ,p.f'll-.r.—ﬁv;n—1+8

es constante en el intervalo cerrado 5 < x < 10.
(CEQOC, 2001).

SOLUCION:
Notemos que x — 4 x—1+3=(1/x—1—2)2 y x-6 x—1+8=(1/x—1—3)2
con lo que

B (I S

de donde se obtiene

oo =T e -

20



Sociedad RAMAMSEM

como 5 < x <10entonces ‘,/x— —2‘=,/x— -2y ‘,/x— —3‘=3—,/x—1 por lo que

f(x) =1y es claro que la funcidén es constante.

3. Determine todos los términos de la sucesién a, = 3*"~' + 2"~ tales que sean cuadrados

para cualquier entero positivo n.

(Memorial University Undergraduate Mathematics Competition, 1997)

SOLUCION:
Tenemos que ai1=4 y ap=29. Para n2>3, 32n =1 2 3(méd 4)y 2n—-1=0(mod 4). Asi,

a , =3(mod 4). Pero un entero positivo es un cuadrado perfecto si y solo si es congruente con

0 6 1 en modulo 4. Por tanto, a1 = 4 es el Unico cuadrado de la sucesion.

4. La sucesion de numeros ..., as, ap, ai, &, ai, a, as , ... esta definida por
an— (N + 1)az_n = (n + 3)? para todo entero n. Calcule ap .

(Canadian Open Mathematics Challenge, 2000)

SOLUCION:
Usando la sucesion por recurrencia dada tenemos
a — a2=9 paran=0
a, —33p=25 paran=2

sumando la primera ecuacién con la segunda se obtiene —2ay = 34, asi ap = —17

5. Una funcién f(x) tiene las siguientes propiedades:
a. f(1) =1
b. f(2x) = 4f(x) + 6
c. f(x+2)=1f(x)+12x+ 12
Calcule f(6).
(Canadian Open Mathematics Challenge, 2004)

SOLUCION 1:
Usando la propiedad b. con x =1, f(2) = 4f(1) + 6 = 4(1) + 6 = 10 siendo f(1) = 1 por la
propiedad a.

21
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Usando la propiedad b. con x = 2, f(4) = 4f(2) + 6 = 4(10) + 6 = 46.
Usando la propiedad c. con x = 4, f(6) = f(4) + 12(4) + 12 =46 + 48 + 12 = 106.
Asi, el valor de f(6) es 106.

SOLUCION 2:

Usando la propiedad c. con x =1, f(3) =f(1) + 12(1) + 12=1 + 12 + 12 = 25 siendo
f(1) = 1 por la propiedad a.

Usando la propiedad b. con x = 3, f(6) = 4f(3) + 6 = 4(25) + 6 = 106.

Asi, el valor de f(6) es 106.

SOLUCION 3:
Trabajando un poco se tiene
f(6) = 41(3) + 6; por la propiedad b. con x = 3.
=4 [f(1) + 12(1) + 12] + 6; por la propiedad c. con x = 1.
=4f(1) + 4(24) + 6
=4(1) + 102; por la propiedad a.
Asi, el valor de f(6) es 106.

22



Sociedad RAMAMSEM

3. Problemas de Competencias no Olimpicas.

Miguel Angel Arias Vilchez
Giovanni Buckcanan Aguilar
Kendrick Mitchell Maturin
Mauricio Rodriguez Mata

Esta columna consistira en 30 ejercicios propuestos que se separaran por categorias
(Algebra, Geometria, Teoria de Nimeros y Funciones o Sucesiones) y de menor a mayor nivel
de dificultad. Es importante destacar que el nivel de dificultad en que se ordenaran los
ejercicios de cada categoria es valorado por nosotros (los editores) de acuerdo a criterios
establecidos pero ello no significa que esta valoracion pueda ser diferente para el estimable
lector.

De hecho, sus comentarios al respecto nos permitiran hacer una valoracion de los mismos

para ediciones futuras.

Por otro lado, la soluciéon de los mismos se presentara hasta la proxima edicién con la
finalidad de que nuestros lectores participen activamente enviandonos soluciones y / o
comentarios que puedan enriquecer la discusién de cada ejercicio. Sin embargo, de no darse
esa participacién en algunos ejercicios, se publicara, al menos, una solucién oficial brindada por
los encargados de esta seccion.
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ALGEBRA.

1. Determine todas las soluciones reales de la siguiente ecuacion:

V1T 4 8 — 222 4+ V4 4+ 122 — 322 = 2% — 40 + 13.

(CEOC, 1995)

2. (a) Resuelva: \/x +20 — Jx +1=1.

(b) Resuelva: %/x +20 - %/x +1=1

(Canadian Mathematical Society Prize Exam, Abril 26, 1996)

3. Determine las cuatro raices de la ecuacién: x4 +16x—-12=0.

(Another Five Klamkin Quickies, Octubre 21, 1996)

4. ;Cuantos pares de enteros positivos satisfacen la ecuacion

&
= 17

y
19+9.'}

(The Twelfth W.J. Blundon Contest, Febrero 22, 1995)

5. Determine todas las soluciones (x, y) para el sistema de ecuaciones:
H i
e+ y4+— =19
Y

(e + y)
]
(The Twelfth W.J. Blundon Contest, Febrero 22, 1995)

= G0O.
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6. Determine todas las soluciones reales de la ecuacion:
V11— =222 -14 21 — a2,
(CEOC, 1996)

2

7. Suponga que a, b, ce R. Si, paratodo xe [-1, 1], |ax“ + bx + ¢| <1, pruebe que

|1'.';J'.'2 + b + a| < 2.

(CEOC, 1996)

8. Determine todos los enteros que satisfacen la siguiente ecuacion:
2% (4 —x) = 2 + 4.

(Mathematical Team Contest, Baltic Way, Vilnius, November 5 — 8, 1992)

9. Determine todas las soluciones enteras de la ecuacion
2(x + y) + a2y = 2 + 97,

con x>0, y>0.

(CEOC, 1996)

3 2

10.Suponga que a #0 y ¢ #0, y que ax~ + bx + ¢ tiene un factor de la forma x“ + px + 1.

Pruebe que a2 — c2 = ab.

(CEOC, 1996)
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GEOMETRIA.

2

1. La suma de los angulos de un poligono de n lados es menor que n“. Determine el menor

valor de n que satisface dicha condicion.
(Alberta High School Mathematics Competition, Noviembre 21, 1995)

2. ABCD es un cuadrado. Tres segmentos paralelos I1, /2, I3 pasan por los vértices A, B, C
respectivamente. Las distancias entre /1y /2 es 5y la distancia entre [y [3 es 7. Determine le

area de ABCD.
(The Eleventh W.J. Blundon Contest, Febrero 23, 1994)

3. La suma de las longitudes de los tres lados de un triangulo rectangulo es 18. La suma de los
cuadrados de esas longitudes es 128. Determine el area de ese triangulo.
(The Eleventh W.J. Blundon Contest, Febrero 23, 1994)

4. Dos rectangulos congruentes con medidas 3 cm x 7 cm son colocados como indica la figura.

Determine el area comun a ambos.

(Senior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda preliminar, 2000)

5. El area del menor tridngulo en la figura es 8 unidades cuadradas. Determine el area del

triangulo mayor.

Zh ah
(Junior High School Mathematics Contest, Columbia Britanica, ronda final, 1998)
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6. ABCD es un cuadrado cuyo lado tiene longitud s. Un circulo, centrado en A y radio r,es
trazado de modo que el arco de este circulo que se localiza en el interior del cuadrado divide al
cuadrado en dos regiones con igual area. Exprese r en términos de s.

(Saskatchewan Senior Mathematics Contest, Febrero 22, 1995)

7. Tres circulos pasan por el origen de coordenadas. El centro del primer circulo esta en el
primer cuadrante, el centro del segundo circulo esta en el segundo cuadrante y el centro del
tercer circulo esta en el tercer cuadrante. Si P es cualquier punto que esta en el interior de los
tres circulos, pruebe que P esta en el segundo cuadrante.

(The Manitoba Mathematical Contest, para estudiantes de grado12, Febrero 22, 1995)

8. Suponga que a, b, ¢ son las longitudes de los tres lados de un triangulo con semiperimetro

s y area A. Pruebe que

1 1 1{ &
n.+.';+r: A

(CEOC, 1996)

9. El éarea total de un cilindro circular recto es numéricamente igual al doble de su volumen.
Determine las medidas del radio y la altura del cilindro sabiendo que ambas son enteras.
(Memorial University Undergraduate Mathematics Competition, Septiembre 25, 1997)

10.El triAngulo ABC es equilatero con dos lados tangentes al circulo de centro O y radio V3.

Determine el area del cuadrilatero AOCB.

(British Columbia Colleges Junior High School Mathematics Contest, Final Round 1997, Part A)
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TEORIA DE NUMEROS.

1. Determine todos los a, b tales que 25 - a° = 25ab. (Aqui 25ab representa los digitos de

25- a°, no un producto.)

(CEOC, 1992)

2. Un hombre compré doce piezas de fruta (manzanas y naranjas) por 99 centavos. Si una
manzana cuesta 3 céntimos mas que una naranja, y compré m’as manzanas que naranjas,
jcuantas de cada compr6?

(CEOC, 1992)

3. En 1732 Euler escribié: “He obtenido resultados [correctos] a partir de un teorema elegante,
de cuya veracidad estoy seguro, aunque no tengo demostracién: a" — b” es divisible por el primo
n+1siniay blo son”. Demostrar este teorema, usando el teorema de Fermat.

(CEOC, 1992)

4. El numero 3774 es divisible por 37, 34 y 74 pero no por 77. Determine todos los nUmeros de
cuatro digitos abcd tales que sean divisibles por los numeros de dos digitos ab, ac, ad, bd y cd
pero que no sean divisibles por bc.

(CEOC, 1995)

5. Si N es impar, s cuéntas soluciones tiene x* — % = N?

(CEOC, 1992)
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FUNCIONES O SUCESIONES.

1. Determine todas las sucesiones pj < p2 <--- py de numeros primos diferentes tales que

1 ’ 1 ’ 1
(45) () (0)
" X Pz X *n
€s un entero.
(CEOC, 1995)

2. Considere la funcién f(x) = cx
2x+3

3 .
, X # -5 Determine todos los valores de ¢ para los

cuales f(f(x)) = x.
(The Eleventh W.J. Blundon Contest, Febrero 23, 1994)

3. Sea {4y [ una sucesion definida de la siguiente manera

-!.i'-z1~L
Apt1 + Gp—1 = —) fhyy n > 1.

i1y -

a

al

an

al

pruebe que si > 2, entonces > n.

(CEOC, 1996)

4. Determine todas las funciones f: R — R talque f(x)<xy f(x+y) < f(x)+ f(y) para

todos los nUmeros reales x y y.

(CEOC, 1998)

5. Si f(x) es un polinomio tal que f(x° + 1) = x* + 5x° + 3 entonces, determine f(x*— 1).
(Taller de preparacién # 1 para grado 11, Universidad de Antioquia, Colombia, 2005)
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6. CURIOSATO.
Miguel Angel Arias Vilchez

Giovanni Buckcanan Aguilar
Kendrick Mitchell Maturin
Mauricio Rodriguez Mata

Esta columna tiene como finalidad mostrar ejercicios de preparacion o competencias

olimpicas en fases iniciales que se desarrollan en otros paises.

Estos tipos de ejercicios son de seleccién Unica y se procurara brindar la solucion de
todos los ejercicios que se propongan. Es importante hacer notar que los mismos pueden servir
de preparacién para estudiantes que participan en los distintos niveles de la Olimpiada
Costarricense de Matematica.

Continuamos con ejercicios correspondientes a los Problemas Introductorios de la
Olimpiada Sonorense de Matematica, estado de la Republica de México.

Problema 51. En una hoja de papel cuadriculado cada cuadrito mide 1 x 1. Se coloca una
moneda de diametro +/2? encima. ;Cual es el maximo numero de cuadritos que puede cubrir
parcialmente (de manera que la region cubierta en ese cuadrito tenga area mayor que 0) la

moneda?

(a) 4 (b) 5 (c) 6 (d)7 (e) 8

Problema 52. Yo sali de mi casa en automévil a las 8:00 de la manana. Un automovil que va al
doble de mi velocidad sale también de mi casa, me alcanza exactamente a la mitad del camino

y llega 1:30h antes que yo a nuestro lugar de destino. ;A qué hora salidé el otro automdvil?

(a) 8:00 h (b) 8:30 h (c) 9:00 h (d) 9:30 h (e) 10:00 h
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Problema 53. Un poliedro en forma de balén de futbol tiene 32 caras: 20 son hexagonos
regulares y 12 son pentagonos regulares. s Cuantos vértices tiene el poliedro?

(@) 72 (b) 90 (e) 54

Problema 54. Dadas cuatro lineas diferentes, ¢ cuantos puntos de interseccién NO puede haber
entre ellas?

(@) 0 (b) 2 (c)3 (d) 5 (e) 6

Problema 55. ;Cual es la longitud de x en la figura?

=_ L __ L __

4 !

(a) V116 (b)4v10 (©) 9 (d) 12 (e) 18

Problema 56. SiS=1+2 + 3 + ... + 100, ;cuantos signos + hay que cambiar por signos - para
obtener 1991 en lugar de S?

(a) Es imposible (b) 3 (c)4 (d) 5 (e) 6
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Problema 57. Cinco amigos P,Q,R,S y T se dan la mano. Tanto P como Q estrecharon la mano
de uno solo de sus amigos, mientras que R, S y T estrecharon cada uno la mano de dos.
Sabemos que P estrech6 la mano de T. ;Quiénes podemos asegurar que no se dieron la

mano?
(@Tys (b) TYR (c)QyR dayT (e)QyS
Problema 58. En un concurso de baile los jueces califican a los competidores con numeros

enteros. El promedio de las calificaciones de un competidor es 5.625 ;Cual es el nimero

minimo de jueces para que eso sea posible?

(a) 2 (b) 6 (c)8 (d) 10 (e) 12

Problema 59. Una caja que compré mama esta llena de chocolates en forma de cubo. Sara se
comid todos los del piso de arriba, que eran 77. Después se comidé 55, que eran los que
quedaban en un costado. Después se comid los que quedaban enfrente. Sobraron algunos

chocolates en la caja; ¢ cuantos?

(a) 203 (b) 256 (c) 295 (d) 300 (e) 350

Problema 60. La maestra distribuyd la misma cantidad de dulces entre cada uno de 5 nifios y
se quedo tres para ella misma. No se acuerda cuantos dulces tenia, pero se acuerda que era un

multiplo de 6 entre 65 y 100. 4 Cuantos dulces tenia?

(a) 63 (b) 78 (c) 90 (d) 93 (e) 98
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Problema 61. Las siguientes figuras consisten en cubitos desdoblados. ;Cual de ellas
corresponde a un cubo en el que cada dos regiones triangulares que comparten una arista son

del mismo color?

(=) (b) {c) id) (e)

Problema 62. En la figura los puntos P,Q,Ry S y T dividen cada lado del rectangulo en razén

1:2. ; Cudl es el cociente entre el area del paralelogramo PQRS y el area de ABCD?

A P B
Q
S
D R c
(a) 2/5 (b) 3/5 (c) 4/9 (d) 5/9 (e) 2/3

Problema 63. Consideremos 48 canicas repartidas en tres montones A, B y C de manera que
si del montén A pasamos al B tantas canicas como hay en el B, luego del B pasamos al C
tantas canicas como hay en el C y del C pasamos al A tantas como existen ahora en el A,
tendremos el mismo ndimero de canicas en cada monton. ¢ Cuantas canicas habia al principio

en el montén A?

(a) 16 (b) 19 (c) 20 (d) 22 (e) 30

Problema 64. El producto de tres enteros positivos es 1500 y su suma es 45. ;Cual es el mayor
de esos tres niumeros?
b) 28 c) 29 d) 30 e) 31
(a) 27 (b) (c) (d) (e)
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Problema 65. Se tienen dos circulos con centro en el mismo punto, pero cuyos perimetros

difieren en 1 cm. ¢ cudl es la diferencia entre sus radios?

1 1

(a)en (b) @ ()7 cm ()27 cm (e)47 cm

Problema 66. Un zooldgico tiene forma hexagonal con celdas que son triangulos equilateros de
lado 10, como en la figura. En este zoolégico se quieren poner 1000 animales salvajes; por
seguridad no puede haber dos animales en una misma celda y si una celda estd ocupada
ninguna de las que comparte un lado con ella puede estarlo. ;Cuanto mide el lado del

hexagono mas chico que tiene esta propiedad?

VAVAVAVAN

Problema 67. Se escriben en sucesion todos los numeros del 1 al 2001, en orden, uno a
continuacién del otro, para formar un nidmero muy grande que llamaremos G (es decir,
G = 1234567891011 ... 20002001) ¢ Cual es la cifra central de G?

(a) 1 (b) 3 (©) 5 (d)7 (e) 9

Problema 68. La siguiente figura se forma a partir de un tridngulo equilatero de area 1

prolongando cada lado dos veces su longitud en ambas direcciones. El area de esta figura es:

() 31 (b) 36 (c) 37 (d) 41 (e) 42
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Problema 69. El resultado de la operacién siguiente: 1-2-3+4+5-6-7+8+ ... -1998-1999+2000 es

(a) BEHR (b) 2o (c) 2001 (d)o (e)2

Problema 70. Una flor se ha dibujado dentro de un circulo manteniendo la misma apertura del
compas, como se muestra en la figura. Si el perimetro de la flor es 2, 4cual es el radio del

circulo?

(2) &= (b) @ (c)1/6 (d)27/3 (e)7/8

Problema 71. ; Cuantas parejas de enteros positivos (a,b) satisfacen a-b?=15?

(@) 0 (b) 1 (c) 2 (d)3 (e) 4

Problema 72. En la figura, ABCDE representa un pentagono regular (de 1 cm de lado) y ABP

es un triangulo equilatero. ¢ Cuantos grados mide el angulo :BCP?

(a) 45° (b) 54° (c) 60° (d) 66° (e) 72°
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Problema 73. El nimero -1 es solucién de la ecuacion de segundo grado 3x%+bx+c=0. Si los
coeficentes b 'y ¢ son numeros primos, el valor de 3c-b es:

(@) 0 (b) 1 (c)2 (d)3 (e) 4

Problema 74. Una sucesién se forma de la manera siguiente: el primer término es 2 y cada uno
de los términos siguientes se obtiene del anterior elevandolo al cuadrado y restando 1 (los
primeros términos son 2,22-1=3, 3%-1=8, 8%-1=63, ... ). La cantidad de nimeros primos que hay

en la sucesion es:

(@) 1 (b) 2 (c)3 (d) 5 (e) infinita

Problema 75. El nUmero de triangulos con sus tres vértices en los puntos de la figura es:
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5. Solucion al CURIOSATO

Miguel Angel Arias Vilchez
Giovanni Buckcanan Aguilar
Kendrick Mitchell Maturin
Mauricio Rodriguez Mata

A continuacion brindamos la solucién al CURIOSATO de esta edicidn con la finalidad de
que nuestros lectores tengan una guia para el abordaje de estos tipos de ejercicios y que ello

contribuya a la preparacion de jévenes para competencias nacionales.

Solucién 51. Observemos que v2<2, asi que la moneda toca a lo mas 3 cuadros horizontales
y 3 verticales. Entonces el problema se reduce a considerar una cuadricula de 3 x 3. Si la
moneda cubre un pedazo de algun cuadro de la esquina, entonces no cubre el de la esquina
contraria porque la minima distancia entre las dos esquinas opuestas es v/2(la diagonal del
cuadrado). Son 4 esquinas, entonces hasta ahora hemos visto que a lo mas la moneda cubre 7
cuadritos. Ahora veamos que si es posible lograr cubrir 7 cuadritos. Para esto observemos que
si colocamos la moneda circunscribiendo el cuadro central, entonces cubrird (parcialmente) 5
cuadros; la recorremos hacia arriba un poco (menos de v2/2)para lograr que cubra todos los

cuadros salvo las esquinas inferiores. La respuesta es (d).

Solucion 52. En vista de que a medio camino estdbamos en el mismo lugar, de que las
velocidades fueron constantes y de que el otro automovil llegd 1h antes, entonces también salié

1:30h después: a las 9:30 de la mafnana. La respuesta es (d).

Solucion 53. Observemos que cada vértice lo es de cada pentagono y que dos pentagonos no
comparten ningun vértice. Como son 12 pentagonos y cada uno tiene 5 vértices, en total hay 60
vértices. (De otra manera: Hay 20 hexagonos, cada uno con 6 vértices, para un total de 120
vértices. Hay 12 pentadgonos, cada uno con 5 vértices, para un total de 60 vértices. Pero cada
vértice es compartido por tres figuras, por lo tanto el poliedro tiene (120+60)/3 = 60 vértices.) La

respuesta es (c).
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Solucidén 54. Por el enunciado sabemos que sélo una de las respuestas es imposible, asi es
que basta dar un ejemplo de los casos que si son posibles:

4= F X

0 3 5 6

La respuesta es (b).

Solucién 55. Tenemos que x es la longitud de la diagonal de un rectangulo. La otra diagonal
del mismo rectangulo es un radio del circulo. Como el diametro del circulo mide 10 + 4 + 4 = 18,
tenemos que x mide 9. La respuesta es (c).

Solucién 56. Del 1 al 100 hay 50 numeros impares que, sumados a los otros 50 numeros
pares, dan un numero par. Si cambiamos un signo + por uno -, por ejemplo si escribimos - 5 en
lugar de + 5, le estamos restando 10 a S; es decir, si escribimos - n en lugar de + n, en realidad
le estamos restando 2n a S. Pero, tanto S como 2n son pares, por lo tanto S - 2n es numero par

siempre. Entonces no es posible obtener 1991 de esta manera. La respuesta es (a).

Solucion 57. Si Q le hubiera dado la mano a T, entonces ni P ni Q ni T le hubieran dado la
mano a nadie mas, lo cual no es posible pues R le dio la mano a dos amigos. La respuesta es

(d).

Solucién 58. Observemos que 5.625 = 5625/1000 = 45/8, que es una fracciéon simplificada v,
por lo tanto, tenemos que multiplicar por 8 para poder obtener un entero que sea la suma de las
calificaciones de los jueces. La respuesta es (c).

Solucién 59. Como el niumero de chocolates del piso de arriba es 77, la cantidad de
chocolates a lo largo por la cantidad de chocolates a lo ancho es 77. Las posibilidades son 11 a
lo largo y 7 a lo ancho, o 77 a lo largo, en una sola hilera. Como al final quedan chocolates en la
caja, la posibilidad correcta es la primera: 11 x 7. Como después de comerse el piso de arriba
quedan 55 en un costado, cuando la caja estaba llena debi6 tener 6 chocolates a lo alto. Asi,
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inicialmente habia 7 x 6 x 11 = 462 chocolates. Originalmente en el frente de la caja habia
7 x 6=42 chocolates, de los cuales Sara se comié primero 7 de la fila de arriba y 5 que
quedaban en la fila de un costado. Quedan 462 - 77 - 55 - 30 = 300 chocolates. La respuesta es

(d).

Solucién 60. Como se quedd con 3 dulces, el nimero inicial de dulces termina en 3 o0 en 8,
pero como es un multiplo de 6, es par, por lo que termina en 8. La Unica posibilidad es 78. La

respuesta es (b).

Solucién 61. Doblando dos cuadrados que tengan las regiones inmediatas a una misma arista
del mismo color, nos damos cuenta de que necesitamos que los vértices en que esas aristas
convergen tengan todas las regiones que incluyen a esa arista del mismo color. Cada arista
tiene tres regiones cercanas, por lo cual el niumero de regiones de cada color debe ser divisible
entre tres. Solamente a) y d) cumplen con este requisito, y es facil darse cuenta de que al
doblar a) hay varias aristas que no comparten regiones del mismo color. La respuesta es (d).

Solucién 62. Dibujamos paralelas al lado AD por P y R y también al lado AB por S y Q. Cada
uno de los rectangulos pequenos representa 1/9 del area original. El area de los triangulos
rectdngulos que tienen como cateto un lado del rectangulo PQRS es un 1/9 del area de ABCD.
Asi, el area de PQRS es 1/9 + 4/9 = 5/9 del area de ABCD. La respuesta es (d).

A i B
"'-\__\-‘-‘-\Q
S
"‘--______‘-‘-“-‘_/
D R o

Soluciéon 63. Cada montén, al final, tenia 16 canicas (en total habia 48 y cada uno tenia el
mismo numero de canicas). El monton A tenia 16 canicas y, como del C pasamos al A tantas
canicas como éste tenia, el A tenia 8 y le pasamos 8 canicas del C, luego el C tenia 16+8=24
canicas. Del B pasamos al C tantas canicas como habia en el C, entonces pasamos 24/2=12
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canicas del B al C, y el B tenia 16+12=28 canicas. Por ultimo, del A pasamos al B tantas
canicas como éste tenia, entonces pasamos 28/2=14 canicas del A al B, luego el A tenia
14+8=22 canicas. Por lo tanto, habia al principio 22 canicas en el montén A. La respuesta es

(d).

Solucion 64. Observemos que 1500=2? x 5° x 3. Tenemos que repartir los tres 5's que
aparecen en la factorizacién de 1500 entre los tres numeros que buscamos. Es claro que los
tres no pueden quedar en un mismo nimero pues 5°= 125 > 45. Entonces, por lo menos dos de
los numeros son multiplos de 5; pero el tercero es la diferencia de 45, que es multiplo de 5, y la
suma de los otros dos numeros también lo es; asi, también ese numero debe ser multiplo de 5.
Ahora ya s6lo tenemos que repartir los dos 2's y el 3, buscando que la suma sea 45. Probando
todas las posibilidades vemos que la Unica es que los numeros sean 30, 10 y 5. La respuesta es

(d).

Solucion 65. Sir el radio de la circunferencia mas pequena y R el de la mas grande, tenemos
que 27 r+ 1 =27 R,y por lo tanto R-r =1/,=. La respuesta es (a).

Solucidén 66. Si agrupamos las celdas por parejas segun vértices vecinos como se muestra en
la figura (a), sabemos que en cada pareja una celda esta ocupada y la otra no. Asi, cuando
mas, puede usarse la mitad de las celdas del zoolégico para acomodar a todos los animales vy,
por lo tanto, necesitaremos al menos 2000 celdas para acomodarlos. La figura (b) muestra
coémo es posible acomodar animales en un zoolégico hexagonal utilizando la mitad de las
celdas. Es facil observar que en un triangulo equilatero de lado n hay n? triangulos de lado 1.
Un hexagono regular estd compuesto por 6 triangulos equilateros, como se muestra en la figura
(c). Como un hexagono de lado n tiene 6n? celdas tenemos que 6n® 22000, por lo cual
necesitamos n =19, asi que 19 es suficiente. La respuesta es (c).
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figura (a) figura {b) figura (c)

Solucioén 67. El numero total de cifras de G es
9+2(99-9)+3(999-99)+4(2001-999)=9+180+2700+3990=6879.

Entonces la cifra central estd en el lugar 3440. Para llegar a esa cifra necesitamos todos los

nameros del 1 al 999 (pues 9+180+2700=2889) y otras 551 cifras mas. Como a partir del 1000

todos los numeros que se escriben tienen 4 cifras y 137 x 4=548, necesitaremos 137 nimeros

después del 999 y 3 cifras mas, es decir, la tercera cifra que se escriba después de 1136, que

es el 3 de 1137. La respuesta es (b).

Solucion 68. El triangulo ABC es semejante al tridngulo CEF en razén 1:2, y por lo tanto el
area de CEF es 4 (la base y la altura miden el doble que las de CEF). De la misma manera el
triangulo ABC es semejante al triangulo ADE en razén 1:3, y el area de ADE es 9. Entonces, el

area de la figura es (9-1) x 3+ (4 x 3)+1 = 37. La respuesta es (c).

Solucién  69. Reagrupemos los sumandos de la siguiente  manera:
(1 -2+ (5 -6)+ ... + (1997 - 1998)) + ((-3 + 4) + (-7 + 8) + ... + (-1999+2000))
= (1) x 500 + (-1) x 500 = 0. La respuesta es (d).

Solucién 70. Llamemos r al radio. Cada uno de los 6 arcos dibujados mide 1/3 del perimetro

del circulo; entonces r satisface 6 x 1/3 /x 2= r = 2. La respuesta es (a)
Solucién 71. Como a y b son enteros positivos y (a + b)(a - b) = 15, entonces (a + b) es un
entero positivo, (a - b) también lo es, y (a + b) > (a-b). Hay dos posibilidades: (a - b) =1y

(@a+b)=150(@a+b)=3y(a-b)=5. Si(a-b)=1y(a+b)=15tenemosquea=8yb=7.Si
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(a-b)=3y(a+b)=5tenemos que a=4y b = 1. Entonces solamente hay 2 parejas de enteros
positivos que cumplen la ecuacién. La respuesta es (c).

Solucion 72. Utilizaremos varias veces el resultado de que la suma de los angulos internos de
un triangulo es 180°. Todos los angulos del pentadgono miden (180° x 5 - 360°)/5 = 108°.
Entonces :PBC = 48°. Observemos que PBC es un triangulo isdsceles, luego
:BCP = £ BPC = (180°-48°)/2 = 66°. La respuesta es (d).

Solucién 73. Como -1 es solucion de la ecuacion, entonces 3—b + ¢ =0, de ahi b-c¢ =3, por
lo cual uno de ellos (b o c) tiene que ser impar, y el otro debe ser 2 (b y ¢ son primos y su
diferencia es impar). Como b = ¢ + 3 y ambos son positivos, necesariamente ¢ =2y b = 5. Por

lotanto3c-b=3x2-5=1. Larespuesta es (b).

Solucion 74. Cada término de la sucesion después del primero (2, que es primo) es de la
forma n?- 1 = (n + 1)(n - 1) con n entero positivo. La Gnica manera de que un nimero de la
sucesion sea primo es que n-1=1, lo que implica que n = 2. En este caso, n?- 1=3, el segundo
namero de la sucesion. Por lo tanto el 2 y el 3 son los Unicos primos que aparecen. La

respuesta es (b).

Solucion 75. Llamemos A, B, C y D a los vértices como se indica en la figura. Un tridngulo con
vértices sobre los puntos de la figura debe tener forzosamente 1 o 2 vértices sobre los puntos
del segmento AC. Hay 10 parejas distintas de puntos sobre AC que pueden ser vértices de un
triangulo junto con otro punto de los dos que hay sobre el segmento BC (sin contar el punto B),
por lo tanto hay 10 x 2=20 triangulos de este tipo. Si s6lo hay un punto sobre AC, quiere decir
que es alguno de los 4 puntos sobre AC que son distintos a B. Los otros dos vértices en el
segmento BD que son distintos a B son la pareja de vértices que hace falta para completar un
triangulo, por lo cual sélo hay 4 triangulos de este tipo. En total hay 20 + 4 = 24 triangulos sobre

los puntos de la figura. La respuesta es (b).
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6. Solucion a los problemas anteriores de la columna
“Olimpiadas alrededor del mundo”.

Randall Godinez.

Arlene Martinez.
Melissa Ramirez.
Carlos Rodriguez.

Presentamos, a continuacion, la solucion de los diez problemas presentados en esta
misma columna pero de la edicién anterior. Hemos procurado adjuntar varias soluciones a los
problemas con el fin de hacer notar que los mismos pueden ser enfocados y resueltos de
diversas formas y que ello es lo que se busca en las competencias olimpicas: favorecer el pleno
desarrollo de la creatividad del participante al momento de enfrentar los problemas y de ninguna

manera encajonar su pensamiento.

Al mismo tiempo que se presenta una solucién a determinado problema se advierte,
cuando ello lo amerita, la teoria que se esta aplicando en la solucién del mismo con el fin de
que se cuente con todo el marco tedrico que se requiera para poder resolver otros problemas
que puedan ubicarse en la misma categoria o bien que puedan reducirse a ellos.

Cuando se indigue que la solucion es oficial lo que se pretende indicar es que esa es la
solucién que se dio en la competencia sefalada por parte del comité organizador o bien de su
proponente.

Recuérdese que ningun problema esta completamente cerrado por lo que se les solicita
a nuestros estimables lectores que nos envien sus comentarios 0 sugerencias que tengan a

esta columna en particular mediante alguno de los correos indicados en la presentacion.

Pues bien, veamos las soluciones de la columna anterior !!
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1. En una Olimpiada de Matematicas los concursantes estan ocupando todos los asientos de
un salon rectangular donde los asientos estan alineados en filas y columnas de tal manera que
hay mas de dos filas y en cada fila hay més de dos asientos. Al inicio del examen un profesor
les sugiere que se deseen suerte dandose la mano; cada uno de los concursantes estrecha la
mano de los concursantes que estan junto a él (adelante, atras, a los lados y en diagonal) y sélo
a éstos. Alguien observa que se dieron 1020 apretones de manos. ¢ Cuantos concursantes hay?
(IX Olimpiada Nacional de Matematicas de México, noviembre de 1995)

Solucion:
Sea n el numero de filas y m la cantidad de lugares en cada fila del salén.
(i) Cada una de las (n — 2)(m — 2) personas que estan en el interior del rectangulo saluda a 8
personas que estan a su alrededor.
(i) Cada una de las 2[(n — 2)+(m — 2)] personas que estan en las orillas del rectangulo, pero no
en las esquinas, saluda a 5 personas.
(iii) Las 4 personas de las esquinas saludan a 3.
Asi contando los saludos dos veces y desarrollando tenemos que:
8(n—-2)(m-2) + 10[(n=2) + (m—-2)] + 12 = 2040
8nm — 6n — 6m = 2036.

Para resolver esta ecuacion podemos proceder de varias maneras. Una de ellas podria
ser buscando una factorizacién:
16mn —12m — 12n = 4072
16mn —12m - 12n + 9 = 4081
4n(4m — 3) — 3(4m — 3) = 4081
(4n = 3)(4m — 3) = 4081 = 7x11x53

como 7 y 11 no son de la forma 4s-3, las Unicas soluciones son: (4n -3 =77y 4m-3=53) 0
bien (4n —3 =53 y4m — 3 = 77), por lo que (n =20 y m = 14) o bien (n =14 y m = 20). En
cualquier caso el nimero de concursantes es de 280.

Otra forma para resolver la ecuacion podria ser usando congruencias: Tenemos que
4nm — 3n — 3m = 1018, de donde n(4m — 3) = 3m + 1018. Simplificando médulo 4m - 3

tenemos la siguiente sucesién de congruencias equivalentes:
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3m + 1018 =(méd. 4m - 3),
12m + 4072= (méd. 4m - 3),
3(4m -3) + 4081 = (m6d. 4m -3) y
4081 = (méd. 4m — 3).

Entonces 4m — 3 es divisor de 4081 = 7 x 11 x 53, y asi las posibilidades para 4m -3
son 1,7, 11, 53, 77, 371, 583 y 4081. Como m y n no pueden ser 1, las Unicas posibilidades
sonm =14 (y n =20) o m = 20 (y n = 14). En cualquier caso, el nimero de alumnos es
14x20=280.

2. Encuentra todos los nimeros primos positivos p tales que 8p* - 3003 también sea un primo
positivo.

(Xl Olimpiada Nacional de Matematicas de México, noviembre de 1997)

Solucion:

Para p = 5 tenemos que 8p”* - 3003 = 1997, que es primo. Ahora veamos que es la tnica
posibilidad. Sea p un nimero primo distinto de 5 y supongamos que 8p* — 3003 es primo.
Podemos proceder de dos maneras: Tenemos que 8p*-3003 = 3p*-3 = 3(p*- 1) (mdd. 5),
pero p*- 1= 0 (méd. 5) para cualquier primo p# 5 (esto se comprueba facilmente analizando
los posibles residuos de p), asi que 8p*— 3003 es divisible entre 5 y, como estamos suponiendo
que es primo, la Unica posibilidad es 8p*- 3003 = 5, lo cual es un absurdo pues 3°%/s = 376 que

no tiene raiz cuarta entera.

Nota: Se puede evitar el lenguaje de las congruencias, observando que si p es un primo distinto
de 2 y de 5, entonces p termina en 1, 3, 7 0 9, asi que p* termina en 1y, por tanto, 8p*— 3003
termina en 5, lo cual lo hace forzosamente multiplo de 5. El caso p = 2 se puede tratar aparte
(viendo que 8(2)* — 3003 > 0 o que también 2* termina en 6, asi que 8p* — 3003 también

termina en 5.

45



Sociedad RAMAMSEM

3. Unafuncién f:R —R satisface f(x+ f(y))=x+ f(f(y)) para todos los nimeros reales x y
y . Sabiendo que f(2)=8, calcule f(2005).
(XXVII Olimpiada Brasileira de Matematica, Segunda fase del Nivel 3, 2005)

Solucién:
Sustituyendo y por 2y x por a— f(2) = a— 8, obtenemos
fla—f2) + (2)) =a—8+f(f(2)
& fla)= a—8 + f(8).
Substituyendo a por 2 en la ultima ecuacion, obtenemos
f2) =2-8 + f(8)
< 8=2-8+1(8)
< f(8) =14.
Asi, la)=a—-8+14=a+ 6y f{2005) = 2005 + 6 = 2011.

4. Cada uno de los nimeros xj,x2,x3,--,x0004 Puede ser igual a +2+10 a +2+1.

¢, Cuantos valores enteros distintos puede asumir la suma
2004

ZXZk —1X2k =X|XQ +X3X4 +X5%6 ++-+X2003X2004 ?
k=1

(XXVI Olimpiada Brasileira de Matematica, Segunda fase del Nivel 3, 2004)

Solucion:

Los posibles productos xpx_j xax son (V2-1Jy2-1)=3-2v2, 2+1)y2+1)=3+242 y
(V2 -1)v2 +1)=1.Suponga que a productos son iguales a 3—2+2, b productos son iguales a
3+2\/§y 1002 —a —b productos son iguales a 1.
La suma es igual a
al3-2v2 )+ b3+ 242)+1002 - a— b =1002+ 2a + 2b +2(b — a)2.
Asi, para que la suma sea entera, debemos tener a=b. Luego, la suma es igual a

1002 + 4a.

Como a varia de 0 a 501 (pues a + b no puede ser mayor que 1002), la suma puede
asumir 502 valores enteros.

46



Sociedad RAMAMSEM

5. Demostrar que en un cuadrilatero convexo de area unidad, la suma de las longitudes de
todos los lados y diagonales no es menor que 2(2++/2).

(XXXl Olimpiada Matematica Espariola, Fase Nacional, Valencia, Marzo 1997)

Solucioén 1:
Sea el cuadrilatero de lados a, b, ¢, d y diagonales p y q.
Trazando las paralelas por cada vértice a la diagonal que no pasa por él se forma un

paralelogramo de area2 yladopy q.
|
' ;

Por el teorema isoperimétrico, de todos los paralelogramos de area 2, el cuadrado tiene
perimetro minimo que vale 442, luego
2Ap+q)=242 @ p+q=2v2 (1)
En cuanto al los lados por el mismo teorema para una cuadrado de area 1 el perimetro

es 4 luego:
a+b+c+d>4 (2)

Sumando(1) y (2) se obtiene el resultado.
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Solucién 2: (Sin usar la propiedad isoperimétrica).
Consiste en establecer directamente las desigualdades (1) y (2).

Si a es el angulo que forman las diagonales, tenemos:

lzp—zqsenocﬁ%(:)quZ

pero (p + )% = (p - 9)% + 4pq = 4pq = 8. de donde p+q=+/8=22 (1).

Para los lados, si descomponemos el cuadrilatero en dos triangulos mediante la diagonal

g, tenemos:
1< ab + o
2 2
Descomponiendo ahora en dos triangulos mediante la diagonal p resulta:
1< be +%
2 2

y de ambas desigualdades se obtiene: ab + bc + cd + da > 4.
Pero:
(@a+b+c+dP=(@a+c)-b+d)’+4(@+c)b+d)=4(a+c)b+d) =16,
de donde
a+b+c+d=24 (2

Basta sumar (1) y (2) para obtener lo pedido.

6. Un cuadrado ABCD de centro O y lado 1, gira un angulo o en torno a O. Hallar el area
comun a ambos cuadrados.

(XXXl Olimpiada Matematica Espariola, Fase Nacional, Valencia, Marzo 1997)

Solucién 1:
Por la simetria bastara considerar 0 < a < 90°, ya que la funcion es periddica con periodo

de un cuarto de vuelta.
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El area pedida S(a) sale restando del area del cuadrado cuatro triangulos como el PA’M.

AV
B M P

Llamando x al cateto PA’ e y al cateto A’'M, el area de cuatro
triangulos vale 2xy. Como el lado B'A’ vale 1, tenemos:

x+y=1-yx*+y> (1)

relacion que elevada al cuadrado y simplificada queda:

2xy=1-2/x>+y> (2)

pero x = /x> +y’ coso, y=+/x"+y’sena, Yy sustituyendo en (1) resulta:

1
\/m(lﬂsosowsenoc):l@ x> +y’ =

" 1+seno+cosa

sustituyendo en (2) y operando obtenemos:

2 seno + cosat — 1
1+ seno+coso,  send,+coso+1"

2xy =1-

Finalmente para el area pedida obtenemos:

sen o + coso — 1 2
S(a) =1- = con 0 < <90
sen0+cos0t+1 senot+cosot+ 1

49



Sociedad RAMAMSEM

Solucién 2:
El area pedida consta de 8 triangulos como el sombreado en la figura OPM.

Tomando como base b = MP, la altura es constante (de trazos en la figura) y vale %

En el triangulo PA’M se tiene MA’ =b cos o, PA’ =b sen a ; pero BM = MA’
y PA =PA’, ademas BM + MP + PA=1 < bcosa+b +bsena=1, dedonde

1
b=
sen O + cosa + 1

y el area pedida es:

11 1 2
S(o) =8—— = con 0 <a<90°
22seno+cosa+1 seno+cosa+ 1
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7. En la figura siguiente, [ABCD] es un cuadrado y [ADF] y [CED] son triangulos equilateros.

¢, Cudl es la razén entre las areas del triangulo [DEF] y el &rea del cuadrado [ABCD]?
A B

@

E

(XXIII Olimpiada Portuguesa de Matematica, 1 Eliminatoria Categoria B, 2004)

Solucién 1:
Sea @G el punto de interseccién de [CE] con la recta que pasa por Fy D. Una vez que

ADF=EDC=60°se tiene que FDE=150°. Ademas, como FD = DE el triangulo [DEF] es

isosceles y, entonces, DEF =15 =DFE.

A B

@
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También se tiene que GED=607,luego GEF=75° y DGE=90°. Por otro lado, [DG] es la

altura del triangulo equilatero [CED] relativa al lado [CE] y GE:C—ZE. Por otro lado, [GE] es la

altura del triangulo [DEF] relativa al lado [FD] y, asi, el area del triangulo [DEF] es
FDXGE:FDXCE:l(ABxBC).
2 4 4

Por tanto, el area del triangulo [DEF] es un cuarto del area del cuadrado [ABCD].

Solucién 2:
Sea [BGC(] el tridngulo equilatero construido sobre [BC] y O el centro del cuadrado

[ABCD], como se indica en la figura.

La prolongacién de [OC] interseca [EG] en el punto N y | La prolongacién de [OD]

interseca a [FE] en el punto M.

Como el triangulo [FOE] es is6sceles y [OM] biseca al ZFOE, EMO=90° y M es el punto

medio de [FE]. Del mismo modo se tiene que ONE=90°. Asi, [ONEM] es un cuadrado y

ME = OM = OD + DM.
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo [DEM] se obtiene
DE? = DMF +ME?
= DMP + (OD + DM)?
=2 DMF +2 OD x DM + OD?
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=2 DM x (DM + OD)+ OD*
=2 DM x ME + O
Mas auln, por la aplicacion del teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo [OCD], se tiene
DC? = ODF + OC? = 2 OD?
y, como DC = DE, se concluye que
DC? = 4 DM x ME.

Por tanto, el area del triangulo [FDE] es un cuarto del area del cuadrado [ABCD].

Solucion 3:

Desde que ADF=EDC=607,se tiene FDE=150°. Al mismo tiempo, FD = DE, o sea, el

triangulo [DEF] es is6sceles, y, por eso, DEF =EFD=15°.
Sea M el punto medio de [FE]. Asi, [DM] es la altura del triangulo[DEF] relativa a la base
[FE], DM = DE sen 15°y ME = DE cos 150. Asi, el area del tridangulo [DEF] es
E2  ABXBC
4 4

Por tanto, el area del triangulo [DEF] es un cuarto del area del cuadrado [ABCD].

FEXDM
FEXDM _ .2

sen159 cos15¢ =%DE2 sen30° = D

A B

53



Sociedad RAMAMSEM

8. En una fila para un concierto de Super Rock Pop estaban 2005 personas. Con el objetivo de
ofrecer 3 entradas para el "backstage”, se pide a la primera persona de la fila que grite "Super",
a la segunda "Rock", a la tercera "Pop", a la cuarta "Super", a la quinta "Rock", a la sexta "Pop"
y asi sucesivamente. Quien dice "Rock” o "Pop" fue eliminado. Repitiendo este proceso,
siempre a partir de la primera persona de la nueva fila, hasta que queden apenas 3 personas.
¢, En qué posicion se encontraban al inicio esas personas?

(XXl Olimpiada Portuguesa de Matemética, Final Categoria B, 2005)
Numeremos a las personas de la fila de 1 a 2005.

Solucioén 1:

No fueron eliminados los niumeros que tienen residuo1 cuando son divididos por 3. Asi,
quedaran los 669 numeros de la forma 3k; + 1, ki =0, 1,..., 668, 0 sea, 1, 4,7, 10, 13,16, ...,
2002, 2005. Observe que estos numeros pueden ser representados por ki, que comienza en
cero. Luego, de estos 669 numeros no fueron eliminados los 223 numeros de la forma 3k + 1,
con ki = 3ko y ko = 0, ..., 222. Desde que 222 = 3 x 74, 74 =3 x 24 + 2,24 =3 x 8y
8 =3 x 2 + 2, se concluye que, apenas con cinco repeticiones del proceso, no fueron eliminados
los tres numeros de la forma 3k; + 1, con ki = 3ka, ko = 3ks, k3 = 3Ku, ka = 3Ks, ks = 3ke y ks = 0, 1
e 2.

Asi, las personas que ganaran las entradas estaban inicialmente en las posiciones
3%s +1,paraks=0,1e2,0 sea, 1,730 e 1459.

Solucién 2:

La diferencia entre los nimeros de personas consecutivas en la nueva fila es constante e
igual a 3. En cada paso del proceso la diferencia entre los nUmeros de personas consecutivas
es el triple de la diferencia del paso anterior. Luego de n pasos, la diferencia entre los nimeros
es 3" y, como el nimero 1 siempre es escogido, los nimeros de las personas que no fueron
eliminadosson1,3"+1,2x3"+1,3 x3"+1, ....

En el Gltimo paso, 2 x 3"+ 1 <2005y 3 x 3"+ 1 >2005, 0 sea, n=6.

Las personas que ganaron estaban inicialmente en las posiciones 1, 3° + 1 e 2 x 3% + 1,
osea, 1,730y 1459.
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9. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

x + log x+\/x2+1j=y,
[.2

y+logl y+4y +1j
[2 j_

z+logl z+4z27+1 |=x.

(Olimpiada Israeli de Matemética, 1995)

Z,

Solucion:

Es claro que x=y=2z=0 es una soluciéon y si cualesquiera de x,y, y 2z es cero,

entonces los otros dos también seran cero. Asumamos que xyz # 0.Note que si fes un
numero real tal que 7> 0, entonces ¢ + \/tz +1>1 = log(t + t2 + lj > 0. Por otro lado, si

1< 0, entonces

-2t >0 —m t#4+1<(1-1)2

= VI241<l—tft —m t+ V12 4+1<1

— log(t+/12+1)<0.
Enumerando las tres ecuaciones como (1), (2) y (3). Si x> 0, entonces tenemos que y > x>0
por (1), z > y > 0 por (2) y x> z por (3). Entonces x> z > y > x, lo cual es una
contradiccion. Similarmente, si x< 0, entonces tenemos que y < x< 0 por (1), z < y <0 por
(2) y x< z por (3). Entonces x< z < y < x, lo cual es otra contradiccion. Por tanto, la Unica

solucibnes x=y=z7=0.

55



Sociedad RAMAMSEM

10. o es un nimero real dado. Halle todas la funciones f:]0,+ o[- ]0,+ [ tales que
ax? f(lj + f(x) = il se verifica para todo numero real x > 0.
X X+

(Olimpiada Israeli de Matematica, 1995)

Solucién:

Tenemos que

e f (l) + flz) = -
o T T e 41
Lrmar (L) =
de donde
{ r.tm_f[%}ﬁ':—:.ﬂ*ﬂ} = m-1i-1
f.t%f{m}+mf(%} = :r-T-1
Si a2 # 1, entonces se obtiene

r(l — ax)

=) = Gina=e

y si 0{2 = 1, ésta no tiene solucién. Desde que f(x) >0 es facil ver que & € (— 1, 0).

NOTA: La expresién o € (— 1, O). indica que a pertenece al intervalo abierto cuyos extremos

numéricos son —1 y 0.
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7. Olimpiadas alrededor del mundo.

Randall Godinez.

Arlene Martinez.
Melissa Ramirez.
Carlos Rodriguez.

En esta columna se propondran Unicamente problemas que hayan sido parte de
examenes de competencias olimpicas, nacionales o internacionales, con esto pretendemos que
otros tipos de competencias sean abordados en la columna Problemas de Competencias no
Olimpicas de esta misma revista.

Recuerden, estimables lectores, que estamos abiertos a publicar las soluciones que
ustedes nos envien sobre estos ejercicios ademas de toda observacion o sugerencia sobre esta
columna.

1. Sobre una mesa hay 1999 fichas que son rojas de un lado y negras del otro (no se
especifica cual de sus dos lados esta hacia arriba). Dos personas juegan alternadamente. Cada
persona en su turno hace una de las siguientes cosas:

(i) Retira un numero cualquiera de fichas, con la condicién de que todas las fichas retiradas
tengan el mismo color hacia arriba,

(i) Voltea un numero cualquiera de fichas, con la condicion de que todas las fichas tengan el
mismo color hacer arriba. Gana el que toma la ultima ficha. ¢ Cual jugador puede asegurar que
ganard, el primero en jugar o el segundo?

(Décima Tercera Olimpiada Nacional de Matematicas, Oaxaca, México, noviembre de 1999)

2. Hallar todos los numeros naturales de 4 cifras, escritos en base 10, que sean iguales al cubo
de la suma de sus cifras.

(XXXIV Olimpiada Matematica Espanola, Fase nacional 1998 (Tarazona))
3. Hallar todas las funciones f:N — N estrictamente crecientes y tales que: f(n + f(n)) = 2 f(n)

paran=1,2,3, ..

(XXXIV Olimpiada Matematica Espanola, Fase nacional 1998 (Tarazona))
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4. Sea ABCDE un pentagono (convexo) de manera que los triangulos ABC, BCD, CDE, DEA, y
EAB son todos de igual area. Demuestra que: '/, area(ABCDE) < area(ABC) < '/3 area(ABCDE).
(Novena Olimpiada Nacional de Matematicas, México, Colima, noviembre de 1995)

5. Demostrar, que dados tres numeros positivos, podemos tomar dos de ellos, digamos x y y
con x > y tales que

r—y
1+ =y

< L.

(XIV Olimpiada Portuguesa de Matematica, Categoria B (10°, 11°, 12°) Final Nacional 1996)

6. Un cuadrado de un metro de lado es dividido en dos rectangulos de modo que al colocar el
menor de ellos sobre el mayor lo hacemos de forma que sobre cada lado del rectangulo mayor

esté un vértice del menor, como se indica en la figura.

¢, Cuales son las dimensiones del rectangulo menor?
(XIV Olimpiada Portuguesa de Matematica, Categoria B (10°, 11°, 12°) Il Eliminatoria 1996)

7. Un triangulo acutangulo ABC esta inscrito en un circulo con centro O. Sea D el punto de
interseccion de la bisectriz del angulo A con BC y suponga que la perpendicular a AO pasa por
D intersecando al segmento AC en un punto P (P € AC). Pruebe que AB = AP.

(XI Olimpiada ltaliana de Matematica, 1995)
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8. Hallar todas las parejas x y y tales que
x® + 615 = 2V,
(XI Olimpiada ltaliana de Matematica, 1995)
9. Dada una cuerda PQ de una circunferencia y M el punto medio de la cuerda, sean AB y CD
dos cuerdas que pasan por M. Se trazan AC y BD hasta cortar a PQ en los puntos X e Y

respectivamente. Demostrar que X e Y equidistan de M.
(XVII Olimpiada Nacional de Matematica del Paraguay, Ronda Final - Nivel 3, 2005)

10. En el cuadrado ABCD, el lado mide 10. E es el punto medio de BC y F es el punto medio
de CD.

Hallar el area de la superficie pintada.
(XVII Olimpiada Nacional de Matematica del Paraguay, Ronda Final - Nivel 2, 2005)
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8. Logica y Matematica Recreativa.

Maynor Castro
Carlos Molina
Mauricio Ramirez
Simén Sanchez

Erick Solano

En la columna de esta edicion vamos a presentar una coleccion de diez ejercicios que se

han presentado en concursos de E.S.O de Espana.

Los E.S.O (Ensefianza Secundaria Obligatoria) son programas que se desarrollan en
Espana en todos los niveles de secundaria con la finalidad de promover el gusto por las
Matematicas ademas de incentivar en el estudiante la capacidad de raciocinio y disciplina para
mejorar los resultados de esta asignatura en ese pais.

Les recordamos, 0 mas bien les sugerimos, a los docentes que estos ejercicios pueden ser
propuestos, en forma de juegos tal como se presentan en Espafa, a toda la comunidad
estudiantil de su institucion (quiza un ejercicio por semana) para fomentar en ellos el gusto por

esta asignatura a la vez que permita eliminar el temor por la misma.

Es importante hacer notar los aspectos didacticos de los juegos:
» Trabajo en grupo.
o Comunicacion de ideas.
» Capacidad de interrogarse nuevas situaciones.
» Contraste de observaciones y conjeturas.
» Registro del proceso de resolucion por parte de los jugadores.

» Revision y reflexion sobre el proceso de resolucion.

Centrandonos en el juego, resaltamos las siguientes capacidades en resolucién de
problemas, que son estimuladas por los juegos:
» Establecer analogias entre problemas.
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o Empezar por el final.

» Resolver primero un problema mas sencillo.

» Hacer una representacién grafica.

o Experimentar y extraer pautas.

e Sacar partido de la simetria.

» Utilizar modelos adecuados de expresion (verbales, graficos, algebraicos, numéricos).
» Resolver problemas analogos.

Por otro lado, al final de los enunciados damos una soluciéon a los mismos esperando que
sirvan como una guia aunque sabemos que se pueden encontrar otras vias de solucion a cada

uno de ellos.

Pues bien, después de esta pequena introduccion empecemos y que se diviertan !!!

1"Juego (12-14 anos): Tostado rdpido
Hay que tostar en una parrilla tres rebanadas de pan. En la parrilla caben dos rebanadas a la
vez, pero sblo se pueden tostar por un lado. Se tarda 30 segundos en tostar una cara de una
pieza de pan, 5 segundos en colocar una rebanada, o en sacarla, y tres segundos en darle la
vuelta.
¢, Cudl es el minimo de tiempo que se necesita para tostar las tres rebanadas?
(111 O.M. Primera Fase. Albacete. 1992)

2’ Juego (12-14 afos): Veneno

Dos jugadores colocan diez fichas sobre una mesa. Cada jugador por turno puede coger una o
dos fichas. El que coge la ultima ficha es "veneno" y pierde.
¢, Se te ocurre alguna manera de ganar todas las veces?
¢, Tiene algo que ver si empiezas tu o empieza el otro?
(IX O.M. Primera Fase. Albacete. 1998)
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3’ Juego (12-14 afos): Hermanas con hermanos

Tres amigas, Irene, Sandra y Ericka, tienen un hermano cada una, Con el tiempo, cada chica
acaba saliendo con el hermano de una de sus amigas.
Un dia Irene se encuentra con el hermano de Sandra y le dice:"jMira!, ahi veo entrar al cine a
alguien con tu pareja".
¢, Puedes decir como estan formadas las parejas?

(X O.M. Primera Fase. Albacete. 1999)

4’ Juego (12-14 afos): Sellos
Un coleccionista gasta 100 pesetas en comprar sellos de 1, 4 y 12 pesetas. ¢ Cuantos sellos
seran de cada clase si en total ha comprado 407
(IX O.M. Fase Semifinal. Albacete. 1998)

5 Juego (12-14 afios): La travesia
Una excursion a pie para atravesar un cierto paraje pirenaico requiere marchar durante seis

jornadas seguidas. Sin embargo, una persona solo puede transportar comida para cuatro dias.
¢, Cuantas jornadas ha de invertir para hacer la excursién en solitario?
(Se supone que el arriesgado aventurero puede hacer algunas expediciones cortas para
depositar comida en puntos intermedios del recorrido).

( XIl O.M. Primera Fase. Albacete. 2001 )

6 Juego (12-14 afios): Balanza de platillos
Con una balanza de platillos se puede pesar desde 1 hasta 13 kg utilizando solamente tres

pesas A, By C.
Indica de cuantos kg han de ser las pesas A, B y C, y, cdmo realizarias cada una de las
pesadas anteriores utilizando estas pesas.

( XVI O.M. Thales. Fase Regional. Ubeda (Jaén). 2000 )
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7"Juego (14-16 aiios): El codicioso

Un campesino se dirigia a la ciudad, pensando tristemente que el dinero que llevaba no iba a
ser suficiente para comprar el lechoncillo que deseaba. A la entrada del puente se encontr6 con
un tipo raro (era el diablo ni mas ni menos), que le dijo: conozco tu preocupacién y voy a
proponerte un trato. Si lo aceptas, cuando hayas cruzado el puente tendras en tu bolsa doble
dinero que al empezar. No cuentes el dinero, que seria desconfianza por tu parte. S6lo debes
contar 32 monedas para echarlas al rio; yo sabré encontrarlas y éstas seran mi paga.
Aceptd el aldeano, y apenas cruzado el puente comprobd, lleno de alegria y sin necesidad de
contar, que su bolsa pesaba mas que antes. Con gran contento eché las 32 monedas al agua.
Le vino entonces la tentaciéon de repetir la accién y no supo resistirla, asi que de nuevo paso el
puente, duplicé el dinero de su bolsa y pagd con 32 monedas. Todavia una tercera vez hizo
esto mismo y entonces, desolado, comprob6 que se habia quedado absolutamente sin ningun
dinero. Desesperado, se tir6 desde el puente al rio y el diablo cobré asi su trabajo.
Se pregunta cuanto dinero llevaba el campesino cuando le propusieron el malhadado trato.

( VIII O.M. Fase Semifinal. Albacete. 1997)

80Jueg0 (14-16 anos): Blanco, Rubio y Castaiio
Tres personas, de apellidos Blanco, Rubio y Castafo, se conocen en una reunion.

Poco después de hacerse las presentaciones, la dama hace notar:
« "Es muy curioso que nuestros apellidos sean Blanco, Rubio y Castano, y que nos
hayamos reunido aqui tres personas con ese color de cabello".
« "Sique lo es - dijo la persona que tenia el pelo rubio -, pero habras observado que nadie
tiene el color de pelo que corresponde a su apellido”.
» "iEs verdad!" - exclamoé quien se apellidaba Blanco.
Si la dama no tiene el pelo castano, ;de qué color es el cabello de Rubio?
( X1 O.M. Primera Fase. Albacete. 2002 )
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9"Juego (12-14 aiios): Velar la noche
Los alumnos de 2° de E.S.O. se van de acampada en las vacaciones de verano y deciden dejar

encendida una vela cada noche durante el campamento. Sabiendo que si la vela permanece
encendida toda la noche queda 1/4 de vela y por tanto con los restos de las velas de 4 noches
se tiene una vela que puede utilizarse otra noche, ¢ cuantas noches estaran de acampada si
compran 16 velas?
Calcula el MENOR numero de velas que deben comprar si quieren encender una vela durante
105 noches.

( Xl O.M. Region de Murcia. 2002 )

1 ODJuego (14-16 aiios): Tres sombreros
Un arbitro elige tres sombreros de un conjunto de tres blancos y dos negros.

Tres hombres sentados, alineados uno tras otro, y todos mirando en la misma direcciéon (de
manera que cada uno sélo puede ver el sombrero de los que tiene delante de él) cierran los
0jos mientras se les encasqueta su chapeo.
Los sombreros no utilizados se ocultan de la vista.
El arbitro le pregunta al tercero de la hilera si sabe el color de su sombrero. Este contesta: "No
lo sé".
Hace entonces la misma pregunta al sentado en el centro. También éste contesta: "No lo sé".
Cuando se lo pregunta al ocupante de la primera silla, éste contesta: "Si, mi sombrero es
blanco".
¢,Cémo pudo deducirlo?.

( XIV O.M. Primera Fase. Albacete. 2003 )
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SOLUCIONES PROPUESTAS
Tostado rapido

118 segundos

Para simplificar establecemos las siguientes claves:
 Rebanadas: A, B, C
o Colocar rebanada: CA, CB, CC
» Sacar rebanada: SA, SB, SC
e Colocar segunda cara de la rebanada: CAA, CBB, CCC
» Sacar rebanada totalmente tostada: SAA, SBB, SCC
e Termina la operacion: TAA

Tiempo en segundos 5 10 40 45 48 78 83 88 113 118
Accién terminada CA CB SA CC CBB CCC SBB CAA SCC TAA

Veneno

Gana siempre el segundo.
Para ello tienen que coger entre el primero y el segundo tres fichas. Es decir: si el primero coge
1, el segundo coge 2 y viceversa.

Hermanas con hermanos

Si el hermano de Sandra se encuentra con Irene su pareja es Ericka. Irene con el hermano de
Ericka y Sandra con el hermano de Irene.

Sellos
28 de 1 pesetas 9 de 4 pesetas y 3 de 12 pesetas.

o Silos 40 sellos fueran de 1 pesetas valdrian 40 pesetas.
o Silos 40 sellos fueran de 4 pesetas valdrian 160 pesetas.
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« Sila mitad de los sellos fueran de 1 pesetas y la otra mitad de 4, valdrian:
20 x 1 =20+ 20 x 4 = 80. En total 100 pesetas.
« Como también hay sellos de 12 pesetas, por tanteo, buscamos la combinacién:
o 22x1+17x4+1x12=102
o 24x1+14x4+2x12=104
o 26x1+11x4+3x12 =106 (quitamos 2 de 4 y ponemos 2 de 1y tenemos la

solucion)

La travesia

En atravesar el paraje tarda 12 dias.

El aventurero sale del punto de partida con comida para 4 dias. Al finalizar la primera
jornada deja comida para dos dias y vuelve al punto de partida. Vuelve a salir con comida para
4 dias. Al finalizar la segunda jornada deja comida para 1 dia y vuelve hasta el lugar donde
finalizo la primera jornada, recoge comida para 1 dia y vuelve al punto de partida. Coge comida
para 4 dias. Al finalizar la primera jornada, le queda comida para 3 dias pero toma la comida
que dejoé en el primer viaje y continia con comida para 4 dias. Al finalizar la segunda jornada le
ocurre exactamente lo mismo que en la jornada anterior. Como contindia con 4, la comida le

viene justa.

Balanza de platillos

Las pesas sonde 1,3y 9.

10 1 e ? 6: 9 - 3+7? 11: 943 - 147
2: 3 - 1+7? 70 9+1 - 3+7 120 943 - ?
3: 3o ? 8 9----e-- 1+7? 13: 9+43+1 ------ ?
4: 341 - ? 90 9-mee- ?

5 9 - 3+1+4? 100 9+1 -—--—- ?
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El codicioso
El campesino llevaba al principio 28 monedas.
0+32=32; 32/2=16; 16+32=48; 48/2=24; 24+32=56; 56/2= 28 monedas

(En esta solucion se empez6 por el final)

Blanco. Rubio y Castano

Blanco, no tiene el pelo rubio, (al hablar después de él) ni blanco,(coincide con su apellido) tiene
que tener el pelo castano.

Rubio, no puede tener el pelo rubio(no puede coincidir con el apellido) ni castafo (es el de
Blanco) tiene que tener el pelo blanco y es la dama.

Velar la noche

Si compran 16 velas y cada cuatro restos de vela hacen otra vela, pasaran de acampada:
16+16/4+4/4=21 dias.
Graficamente lo expresariamos del siguiente modo:
1
1 1 1 1

1111 1111 1111 1111
Si observamos detenidamente vemos que 21 es mdultiplo 105. Por lo tanto necesitaremos 5
tandas de 16 velas. 16-5=80 velas. Pero como en cada tanda de vela sobra 1/4 de vela nos
sobrarian 5/4 de vela (con 4/4 de ellas elaboramos otra vela). Asi pues, con una vela menos
nos arreglariamos, es decir, COMPRARIAMOS 79 VELAS.

Tres sombreros

El tercero al contestar: "No lo sé" afirma que los sombreros de delante no son ambos negros
pues en caso contrario el de él seria blanco.

El segundo al contestar: "No lo sé" afirma que el sombrero del primero no es negro pues en
caso contrario el de él seria blanco y daria la respuesta correcta.

El primero de esta manera deduce que el suyo ha de ser blanco.
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Para concluir con esta columna acé les contamos una anécdota que puede parecer un chiste
pero que es cierto:

“En cierta universidad de cuyo nombre no quiero acordarme resulta que se dan unas clases de
matematicas que utilizan una calculadora grafica como parte esencial del curso. La gente que
se matricula en este curso no suele ir demasiado bien preparada... se cuenta esta historia como
algo que realmente ocurrié por esos lugares.

Una estudiante va el primer dia a clase toda entusiasmada con su calculadora grafica recién
comprada. A los cuarenta minutos, el profesor les dice que saquen la calculadora, y que van a
empezar en ese mismo momento a utilizarla. Esta chica esta toda ilusionada, y sigue las
instrucciones cuidadosamente, pero observa inquieta que no puede borrar la pantalla Empieza
a apretar todas las teclas habidas y por haber, pero no consigue borrar el famoso display
grafico. Entonces pregunta a otra chica al lado suyo, que parecia estar controlando la situacion:
"Oye, ¢;qué tengo que hacer para borrar la pantalla?" La otra chica le quitdé el plastico

protector a la pantalla y le devolvié la calculadora, sin decir una sola palabra.”
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